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1 Was ist Theoretische Physik?

Ziel der Theoretischen Physik ist die Beschreibung von Erfahrungen der Natur durch eine mathema-
tische Modellbildung. Gesucht ist eine Abbildung von realen Vorgingen mit der Erméglichung von
Vorhersagen. Das Ziel ist also anders als in der Mathematik. Die Mathematik sucht in sich wider-
spruchsfreie Theorien, die nicht notwendig reales Naturgeschehen beschreiben wollen. Der Maflstab ist
das Experiment.

Dariiber hinaus will die Theoretische Physik mathematische Beschreibungen liefern, die moglichst ein-
fach sind. Dazu werden Idealisierungen verwendet: Die physikalischen Erscheinungen werden auf die
wesentlichen Aspekte reduziert, Experimente werden auf spezifische Fragestellungen ausgelegt. Dies
fithrt zu Konzepten wie ,,starrer Kérper” und ,,Massenpunkt”.

Der Nutzen einer physikalischen Theorie liegt in der Beschreibung von Naturvorgéngen und in der
Vorhersage experimenteller Ergebnisse.

Warum beginnt die Vorlesungsreihe ” Theoretische Physik” mit Mechanik?
e historische Griinde. Die Mechanik war die erste Theorie. Sie war Vorbild fiir andere Theorien.
e viele mathematische Methoden der Physik wurden auf dem Gebiet der Mechanik entwickelt.

e Grundlegende Grofien (Energie, Masse, Impuls, ...) wurden in der Mechanik eingefiihrt und dann
auf andere Theorien iibertragen.

e Die Mechanik hingt unmittelbar mit unserer Erfahrungswelt zusammen.

Grenzen und Erweiterungen der klassischen Mechanik

Jede physikalische Theorie ist nur begrenzt giiltig. Die klassische Mechanik verliert ihre Giiltigkeit bei...

e hohen Geschwindigkeiten (— Modifizierung der Konzepte absoluter Raum, absolute Zeit in der
speziellen Relativitdtstheorie)

e Grofien Massen (dann mufl der Euklidische Raum durch einen Riemannschen ersetzt werden:
Allgemeine Relativitétstheorie)

e kleinen Abstéinden. Das Wirkungsquantum mufite postuliert werden, um eine Theorie der Hohl-
raumstrahlung zu ermdoglichen (— Quantenmechanik)

Einige Namen der klassischen Mechanik

Archimedes: Hebelgesetze, Schwerpunkt

Galilei Fallgesetze (1640)

Kepler: Planetenbahnen (1610)

Descartes: Impulserhaltung (1645)

Huygens: Infinitesimale Formulierung von Beschleunigungen (1675)

Newton: Gravitationsgesetz aus den Keplerschen Gesetzen abgeleitet (1690)
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2 Mechanik von Massenpunkten
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2.1.3 System von N Massenpunkten . . . . ... .. ... ... ... 7
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2.5.2  Zentralkraftgesetz . . . . . .. L. 12
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2.8 Bewegung im Zentralkraftfeld . . . . ... ... ... .0 0000000, 16
2.8.1 allgemeiner Fall . . . . . . . . . ... o 16
2.8.2 Das Keplerproblem . . . . . . . . .. o 19
2.1 Kinematische Aspekte
Zuerst brauchen wir einige Basics, ndmlich die Bezeichnungen:
2.1.1 Geometrische Beschreibung von Bahnen
Der Ort eines Teilchens ist gegeben durch die Linearkom- és
bination x(t) = x1(t)é1 + x2(t)és + x3(t)és. Die Zahlen
(21(2), 22(t), 23(t)) = (21,22, 23)
x(t)
heiflen Koordinaten von x (im gewiihlten Koordinatensy- €2
stem).
Die Geschwindigkeit ist definiert durch e
. x(t+ At) —x(t )
v(t) = Aliri}o —( Ai ®) =: %x(t)

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



2.1 Kinematische Aspekte 7

(21,%9,%3) = (v1,v2,v3) sind die Koordinaten der Geschwindigkeit, v = |v| = /42 + §2 + 22 der
Betrag.

T(t) = % heifit Tangenteneinheitsvektor. Denn er ist parallel zu v, also tangential zur Bahn und hat
die Lange 1. Trivialerweise gilt mit dieser Definition v = |v|T.

Die Beschleunigung ist auch iiber einen Differentialquotienten erklért:

b
B e V(EFAL) —v(t) I
b(t) = v(t) = x(t) := Alir—I}O B vE—
Mit
v =0T
wird hieraus nach der Produktregel: b
1

V=0T +0T
— O~
by by
Die Beschleunigung l&fit sich also in einen Anteil by parallel zu v und einen Anteil b, senkrecht zu v
zerlegen!.
2.1.2 Umkehrung der Zeitableitung: Integration
Es gilt:
t t
x(t) = x(to) +/ %(7) dr x(t) = x(tp) +/ x(7) dr,

to to

Die Linge eines hinreichend kleinen Bahnstiickes ist gegeben durch As = v(t)At = |x|At. Integration
liefert die Lange s1o der Bahnkurve:
2
si2= [ falr)|dr

t1

2.1.3 System von N Massenpunkten

t sei eine universelle Zeit, d.h. fiir jedes Teilchen gilt dieselbe Zeit ¢ unabhingig von irgendwelchen
Geschwindigkeiten, Beschleunigungen o. 4. Nun gibts wieder ein paar Namen:

x() Position (Ort) des i-ten Teilchens
x((t) Bahn des i-ten Teilchens
(X(l), e ,X(N)) Position des Systems im sog. Konfigurationsraum.

(xM(#),...,xM(¢)) Bahn des Systems im Konfigurationsraum.

Verallgemeinerte Koordinaten: 3N Zahlen uq, ..., usy heiflen verallg. Koordinaten, wenn man die Posi-
tionen aller Teilchen als Funktionen dieser verallg. Koordinaten ausdriicken kann:

x® = x0(uy, .. ugn) di=1,...,N

Man kann also stets aus diesen 3N u’s die Positionen x(¥ bestimmen.

Ib | steht wirklich senkrecht auf by:
Da T stets die Linge 1 hat, gilt T2 = 1. Ableiten nach ¢ liefert 2T T = 0. Also steht T senkrecht auf T.

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



8 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

2.2 Newton’sche Bewegungsgleichungen

Bei den Newton’schen Gleichungen handelt es sich um dynamische Gleichungen, die die Bahnen der
Teilchen bestimmen. Wir betrachten ein System von N Massenpunkten und verwenden die folgenden
Bezeichnungen:

Bahnen: x®,. .. x()

Massen: mq,...,mpy

Krifte: KM ..., K®) (Dies ist die Kraft auf das jeweilige Teilchen)

2.2.1 Die Newton’schen Gesetze

Die folgenden Gesetze sind aus der Erfahrung gewonnen und lassen sich nicht herleiten:

1. In einem Inertialsystem ist ein kréftefreier Massenpunkt in
Ruhe oder bewegt sich gleichférmig entlang einer Geraden.

2. Es gilt:
p = % (mix@) =K. (2.1)
Fiir konstante Massen vereinfacht sich diese Gleichung zu
m; % = K@ (2.2)
3. action gleich reactio:
K7 = —K (2.3)

4. Krafte sind Vektoren.

Anmerkungen

a.) Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem,

e bzgl. dessen der Raum homogen und isotrop ist,

e und das homogen bzgl. der Zeit ist.

Homogen bedeutet, dafl zu jedem Zeitpunkt an jedem Ort im Raum die gleichen Gesetze gelten.
Isotrop heifit, dafl der Raum in jeder Richtung gleich ist. Es gibt keine ausgezeichnete Richtung.

b.) Bei den Bewegungsgleichungen handelt es sich i.a. um 3N gewdhnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

c.) Die Krifte lassen sich einteilen in

Fundamentale Krifte:  Gravitation 10—40
schwache Wechselwirkung 10—°
elektromagnetische Wechselwirkung 1072
starke Wechselwirkung 10

und abgeleitete Kriifte:  Elastische Krifte (Feder: linear, K ~ Al)
Reibungskriifte (Stokes’sche Reibung: K = —kv
Chemische Bindungskrifte (— Quantenmechanik)

(bei den fundamentalen Kriften sind die relativen Stédrken mitangegeben.

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



2.2 Newton’sche Bewegungsgleichungen 9

d.) Die Krifte konnen vom Ort und von der Geschwindigkeit der Teilchen sowie von der Zeit abhéngen:
K® = K(i)(x(l)7 coxWN) (M 7x('N),t)
e.) Meist 148t sich die Kraft folgendermaflen zerlegen:

K® = KO(x® x() 1) + Z K (x, x())
j

(Hierbei wurde K% = 0 gesetzt) Der erste Summand hiingt nur vom aktuellen Zustand des Teil-
chens, auf das die Kraft wirkt, ab. Die Summe besteht aus Summanden, die nur vom Ort zweier
Teilchen abhéngen.

2.2.2 Arbeit und konservative Kraftfelder

Arbeit
Bei der Bewegung des Systems von einem Anfangspunkt xfj) zu einem Endpunkt Xg) (i=1,...,N)
entlang einer Bahn im Phasenraum wird die Arbeit W4p vom Kraftfeld geleistet:

N ts N ax(@)
Wap= [ Y KO = [T KOE
Bahn dt

=1 ta =1

Konservative Kraftfelder

Ein Kraftfeld K@ (x) ... x(N )) heiflt konservativ, wenn die Arbeit entlang jedes geschlossenen Weges
verschwindet.

Ist ein Kraftfeld konservativ, so existiert ein Potential V = V(x(V) ... x(N)) mit

KO = —v,v(xW, ... x™).

Hierbei ist V; = (a.f(j)’ a.%;”’ afg)) der Gradient nach x(. Es gilt

(x(l) ..... x(N))
1 Ny = _ K® ( SO (N)) (i) 9.4
V= SR () (24)
Das Integral ist iiber einen beliebigen Weg von (xgl), e ,XSN)) nach (x(, ..., x®™)) zu nehmen. Da es

sich um ein konservatives Kraftfeld handelt, ergeben alle Wege den gleichen Wert. Daf} diese Formel
wirklich ein Potential ergibt, erkennt man durch Nachrechnen. Wir wollen uns hier auf den Beweis
fiir ein Teilchen (d.h. N = 1) beschrinken; der Beweis fiir mehrere Teilchen verlduft analog, es treten
lediglich einige Summenzeichen auf.

Der Potentialunterschied zwischen zwei benachbarten Punkten ist

V(x+ Ax) - V(x) = VV(x) Ax
Andererseits ist nach Definition (2.4):

x+Ax

x x+Ax
V(X+AX)7V(X):7/ de+/ de:f/ Kdx ~ —K Ax

0
Da diese Rechnung fiir alle (geniigend kleinen) Ax gilt, folgt durch Vergleich der letzten beiden Formeln

K=-VV

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



10 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

Beispiel : Zwei Teilchen in einer Dimension
Es sei
KO — (x(1> +x(2)) , K® — \p®

Ist dieses Kraftfeld konservativ?
Wir berechnen fiir zwei verschiedene Wege von A = (0,0) nach B = (1,1) die

jeweils geleistete Arbeit: Weg b B
Weg a: Wo = A [ 2Pda™® + X [[ 2P da® = L+ L= A W
eg a
Weg b: Wy, = A [ (2t,¢)(1,1)dt = 3\ [ tdt = 3X
A 2D

Wegen W, # W, ist dieses Kraftfeld also nicht konservativ.

Das wichtigste Kriterium fiir die Existenz eines Potentials bei einem Teilchen ist
VxK=0.

Wenn diese Bedingung auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet erfiillt ist, besitzt K dort ein
Potential.

Bei N Teilchen werden aus den drei Komponenten von K die 3N Komponenten K; = K;(z1,...,Z3n),

1=1,...,3N. Gilt nun fiir alle 7 # j
0K; O0K;
al‘j a 8%‘1 ’

so existiert ein Potential.

2.3 Der Energie-Erhaltungssatz in der Mechanik

Wir werden nun eine leicht geéinderte Notation verwenden. Die Unterteilung (x(V,...,x(M)) der 3N
Zahlen, die die Lage der Punke beschreiben, in N 3-Tupel ist ziemlich unhandlich. Stattdessen schrei-
ben wir (x1,...,23n5). Nun bezeichnen also die Zahlen x1, 2,23 die Koordinaten des ersten Punktes,
T4, x5, g die des zweiten Punktes, usw.

Weiterhin sei m = (m™, m® m® m @ m@ m@ ;) (V) (V)

Durch diese Definition 148t sich die kinetische Energie sehr bequem schreiben:
T = i mi(l) (5((1‘))2 - % Ma .2
i i :
Behauptung: Fiir konservative Kraftfelder mit dem Potential V' gilt entlang einer Bahn:
T +V = const.

Herleitung aus den Newton’schen Gesetzen: Da V ein Potential ist, gilt

Mada = Ko = _%V(‘Tl, . ,{E3N)
Mutiplikation mit &, liefert:
M Lol f—avi'
aLada 8l‘a o
d (1 ., v Al

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



2.4 Losung der Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen mit einem Freiheitsgrad 11

3N
d oV dv
Bty S Gy = —
dt 2 00 dt
a=1
Das letzte ,,=” ist so wichtig, daf} es sich lohnt, drei Tage darauf zu verwenden, die néchsten beiden

Bemerkungen zu verstehen:

e Wenn man irgendeine Gleichung oder Folgerung nicht versteht, ist es hiufig hilfreich, sie in der
anderen Richtung zu betrachten. Das wollen wir jetzt tun:

et V9
e Was ist -7

V héngt von den Variablen z1,...,z3y ab, die ihrerseits wieder von ¢ abhéngen: z1 = x1(t),.. ..
Wir brauchen also 4V (21(t),...,23n(t)). Das ist ein klassischer Fall fiir die Kettenregel:

d oV dxy OV drsy o= AV
—V t),..., )= ———+... = a5 Lo
dt (1'1( )7 ng( ) 81‘1 dt + + 8.1‘3]\] dt (yzz:l axax
Womit das letzte ,,=” nachgerechnet ware. Bringt man nun noch % auf die andere Seite, so steht da
d
a(T4_V):()7 T + V = const.

Genau das, was wir wollten!

2.4 Losung der Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen mit einem
Freiheitsgrad
Nach ziemlich vielem sehr theoretischen Vorgeplénkel wird’s nun so langsam konkreter. Wir fangen an zu

rechnen! Wir betrachten nun ein Teilchen, das sich im eindimensionalen Potential V (z) bewegt. Newton
lautet nun:

. dv
mx = —%
Wenn wir diese Gleichung mit & multiplizieren,
.. A4V,
mEE = —— %,

2

dann sehen wir, da$8 links die zeitliche Ableitung von 2mi? steht, und rechts die zeitl. Ableitung von

V (z(t)) (nachdifferenzieren!). Ergo:
d (1., d

1
§m3'32 +V(z) =const. = FE (2.5)

Das ist wieder der Energiesatz. Wir hitten natiirlich auch gleich an dieser STelle anfangen kénnen. Die
néchsten drei Zeilen heiflen ,, Trennung der Variablen”:

T = i\/Z\/E—V(x)
dx
“(E—-V(z))

m

* 1
j:/xomdx

Wir erhalten also ¢ = ¢(z). Umkehrung dieser Gleichung liefert z(t).

Also gilt

dt = =+

t—ty = ! (2.6)

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



12 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

2.4.1 Diskussion der Losung

a.) Wegen (2.5) muf} stets F > V(z) sein. Bereiche E < V(z) sind verboten.

b.) Aus V(xz) = E folgt nach (2.5) @ = 0. Dies entspricht dem Wendepunkt der Bahn. Bei der
physikalischen Losung éndert sich an solchen Punkten das Vorzeichen der Wurzel in (2.6).

2.5 Drehimpuls, Drehmoment, Zentralkraftfelder

2.5.1 Drehimpuls und Drehmoment

Zuerst die Definitionen:
Drehimpuls: L:=rxp=mrxr
Drehmoment: M:=rxK=mr x ¥

Wegen L = & (mr x £) = mi x £+ mr x ¥ = mr x i = M gilt:

d

—L=M 2.7

i (2.7)
Weiterhin gilt stets

denn der Vektor r steht senkrecht auf L =r x p.

Im Gegensatz zum Impuls ist der Drehimpuls abhéngig von der Wahl des Koordinatenursprungs!

2.5.2 Zentralkraftgesetz

Man spricht von einem Zentralkraftgesetz, wenn die Kraft stets auf einen Punkt ry hin- bzw. wegweist,
wenn sie also stets in Richtung der Verbindungslinie wirkt.

Wéhlt man diesen Punkt als Koordinatenursprung (d.h. ro = 0), so erhélt man:

K =K(r, i, t) = f(r,i‘,t)% = f(r,t,t), (2.9)

In diesem Fall gilt Drehimpulserhaltung, denn die Ableitung %L verschwindet:

A MorxK—rx <f(r’f’t)r)f( )

’ xr=20
dt v o T

= L =const. =Ly
Wegen (2.8), r - L = 0, verlduft die Bahn dieses Teilchens in einer Ebene senkrecht zu Ly, falls Ly # 0.
Und es gilt der Flachensatz:

Der Strahl des Ortsvektors iiberstreicht bei Zentralkraftfeldern in gleichen Zeiten gleiche Fliachen.

Nachweis:
Die vom Ortsvektor wihrend der Zeit dt iiberstrichene Fliche ist gerade die halbe Fliache des von r und
r + rdt aufgespannten Parallelogramms:

1 1
dA = S| x (x + idt)| = Slr x Eldt

r
Daraus folgt
W Lexi = o 8] = o [Lo| = const e
— = —|r rl= —|mr ri=— = COnst.
it 2 om 2m " rer
dA ‘
Integration liefert |
|L0| r
A= —"—(t—t
0t~ to)

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



2.6 Der Virialsatz 13

2.5.3 Zentralkraftfeld

Héngt die Funktion f(r,f,t) in (2.9) nur von der Zeit und dem Betrag von r ab, so spricht man von
einem Zentralkraftfeld. Es handelt sich also um einen Spezialfall des Zentralkraftgesetzes.

K = f(r.)= = f(,0)é,

Das Zentralkraftfeld wird spéter noch ausfiihrlich besprochen werden (Stichwort: Kepler-Problem). Jetzt
wollen wir nur zeigen, daf} es ein Potential hat.

Um ein Potential zu erhalten, setzen wir einfach

V:—/Tf(r’)dr'

mit irgendeiner unteren Grenze. Nachrechnen zeigt, daf} dieses V' wirklich ein Potential ist.

oV r r
VV([r[) = o —fm =-K

Natiirlich funktioniert auch der Test mit der Rotation. Sie verschwindet:

_ ry _ r TN
rOtK_vx(f(r7t)T>_(Vf)xT+(vxrl)'f—ar|r|xr+0_0

=0

2.6 Der Virialsatz

Er liefert eine Aussage tiber die zeitlichen Mittelwerte der mechanischen Grofien kinetische Energie und
,,Virial”. Die Herleitung ist ziemlich kurz:

Aus m¥ = K folgt durch Multiplikation mit r

.. . .2
mrr = —(mrr) —mri“=Kr
7 (miT)
(so Thr das erste ,,=" nicht versteht, erinnert Euch an die erste Bemerkung auf Seite 11!) und hieraus
durch Integration

1 [*7(d
lim f/ ((mi‘r)—mf‘Q—Kr> dt =0
to dt

Annahme: Es handle sich um eine rdumlich beschrinkte Bewegung (z.B. periodisch). Dann ist

1 [lo*7 g 1

f/ —(mir)dt==mir[°""
T Jy dt T
beschrinkt, beim Grenziibergang verschwindet dieser Summand wegem des Faktors 7—'. Die beiden
verbleibenden Integrale entsprechen genau den Mittelwerten der kinetischen Energie und dem sog. Virial.
Mit

o 1 to+T1 1 . 1 to+T1
T := lim f/ “mi? dt und r:= lim f/ Kr dt
T—00 T to 2 ¢

ergibt sich also schlielich der Virialsatz:

2T = -Kr (2.10)

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



14 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

Spezialfille
fiir konservative Krifte ist K = —VV: T= %VV -r
beim Zentralfeld ist K = —V'(r)é,: T=3V'r
fiir Potenzgesetze V ~ r"*1 bzw. K ~ r"é,: T = 21V
Beispiele:
Bei Gravitationskréften ist K ~ r72, also n = —2. Daraus folgt
_ 1—
T=—-=V
2
R _
Ef0t7T+V:T+V: EV:*T

Wir koénnen also, ohne irgendeine Gleichung zu 16sen, bereits Vorhersagen iiber die Mittelwerte machen!

2.7 Losung einfacher Bewegungsgleichungen

2.7.1 Elektron im Magnetfeld

Die Bewegungsgleichung eines Elektrons im Magnetfeld lautet

mv = e(v x B). (2.11)

Skalare Multiplikation mit v liefert

% (%VQ) =mvv =e(v x B)v =0.

Also ist v = const. und damit auch |v| = const. Es wird keine Arbeit geleistet.

Skalare Multiplikation von (2.11) mit B ergibt: < (Bv) = 0. Die Projektion von v auf B bleibt also
konstant.

2.7.2 Der schiefe Wurf

Die Schwerkraft mége in negativer és-Richtung wirken. Dann gilt
. A €3 g
mit=—-mgés vo ¢
Anfangsbedingungen:
r(0) =0, #(0) = v(0) = vo(é1 cos a + é3 sin @)

Nun kann man direkt integrieren:

t
v = 7gé3 = V:V0+/ 7gé3dt: 7gté3+V0 a
0
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2.7 Losung einfacher Bewegungsgleichungen 15

U1 Vg COS Qv 0
vy | = 0 —gt |0
V3 Vg sin « 1

Aus v(t)és < 0, also vgsina — gt = 0, gewinnt man die Steigzeit T = Losina,

Integriert man nochmals, erhélt man r (hierbei ist ro = 0):
' g
r=ry —|—/ vdt = —§t2é3 + vot
0

In der néichsten Zeile sind die Komponenten dieser Gleichung ausgeschrieben. Aus ihnen gewinnt man
durch Elimination von ¢ die Gleichung der Bahnkurve.

2
— Bahnkurve: 2= —2 (x) +xtana (Parabel)

T = vgt cos «

z= 7%152 + vot sin o
2 \ vg cos «

Die Dauer ¢ und die Wurfweite wird durch 2(to) = 0 bestimmt. Da die Bewegung symmetrisch ist, gilt
to=2T = 2“0%. Daraus folgt

203 . vg .
I =x(tg) = tovg cosae = — cosasina = — sin(2a)
) g

Die Wurfweite ist also bei o« = 45° maximal.

2.7.3 Der schiefsymmetrische Wurf

Nun kommt zur Schwerkraft noch eine Reibungskraft hinzu, die wir proportional zur Geschwindigkeit
ansetzen?. Damit ergibt sich folgende Differentialgleichung fiir v:

mv = —08v —mgés

Die Anfangsbedingungen lauten
r(0) =0, r(0) = vo(é1 cos a + é3 sin a)

Die allgemeine Losung dieser linearen Differentialgleichung ist die Summe aus einer speziellen Losung

der inhomogenen Gleichung v = ——i v — gés und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung
o _ B
v=—Lw

m

V=vV;+vVvp

Eine inhomogene Losung ist, wie man leicht verifiziert

V; = ———¢€3

s

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist

Jel

Vi = Vpo€ ™

Die Konstante vjq 148t sich aus den Anfangsbedingungen bestimmem:

v;(0) + v (0) < vo(é1cosa+ égsina) = vpo = é1vpcosa + é3 (Tr;g + v sin a) (2.12)

2Das gilt z.B. fiir kleine Kugeln, die sich langsam durch eine Fliissigkeit bewegen. Aber man kanns rechnen.
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16 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

Damit ist

. _ B mg .
r=v=vy+v,=vpgexp| ——t| — —é3
m B

Integration liefert (mit r(0) = 0)

mg mg .

¢ m _By Bk m I6) m
r(t) = /0 vdt = [—ﬁvhoe mt ﬂt63:| = —Evho exp (—mt) — Fegt + EV}LO
0

Setzt man noch vy aus (2.12) ein, ergibt sich schlieflich

2
.m A mig m _8y mg ] .
r= Evo CoS v (1 —e m ) é1+ KﬁQ + ﬁvo sma) (1 —e m ) — 515} é3 (2.13)
Eliminiert man aus den beiden Gleichungen (2.13) die Zeit t, so erhiilt man die Bahnkurve:
m2g Bx mg x
=—mh({l—-—— i — 2.14
(@) 32 n( mvocosa> * (UOSHIOH_ Jé] ) Vg COS Qv (2.14)

Das waren die Rechnungen, jetzt folgt eine kurze Diskussion:

e Fiir t — oo bleibt die é; Komponente von r beschrinkt. Die Wurfweite ist also beschriankt. Die
maximale Wurfweite ergibt sich fiir ¢t — oo zu

m
Tomae = ﬁfuo cos a
e Weiterhin gibt es eine asymptotischen Geschwindigkeit:

v(t — 00) = —@ég

B

e Der Logarithmus in (2.14) ist nur fiir £ < Zvo cos o definiert. Das ist wieder die maximale Wurf-
weite.

e Fiir § — 0 erhélt man mit der Reihenentwicklung In(1 —z) = — x—; + ... die Losung aus (2.7.2),
was ja durchaus zu erwarten war.

2.8 Bewegung im Zentralkraftfeld

2.8.1 allgemeiner Fall

Wir betonen, daf8 folgende Uberlegungen fiir alle Zentralkraftfelder gelten und nicht nur fiir das bekann-
teste Beispiel, das Kepler-Problem.

Zur Wiederholung: Beim Zentralkraftfeld wirkt die Kraft stets in Richtung der Verbindungslinie zu
einem festen Punkt und hingt nur vom Abstand und der Zeit ab: K = f(|r|, t)é,

Wir haben bereits in (2.5.2) gesehen, dafl die Bewegung in einer Ebene senkrecht zum Drehimpuls Ly
verlduft. Deswegen darf man ebene Polarkoordinaten (r, ¢) einfiihren:

Wir haben
T =1Ccos¢p
y:’I‘SlH¢ éT:¢é¢
bzw. .
r=ré, €r
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2.8 Bewegung im Zentralkraftfeld 17

hieraus folgt?:

d ) )
v = ﬁ(Tér) = 7é, + 1ép = 1é, + rpéy

Oder ausgeschrieben:
i =17cosd—rosing

y:fsin¢+r¢cos¢

Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit zu

v2 = i% 4 2 = i 4 r2¢?
Nun werden wir die Bewegungsgleichungen 16sen. Der Energiesatz %vz + V(r) = FE lautet also in
Polarkoordinaten:
m /.o 252 _
5 (7T ¢°)+V(r)=E, (2.15)
Der Drehimpulssatz mr x v = L lautet '
mri¢ = Lo
oder I
; 0
= 2.16
b=0 (2.16)

gﬁ hat stets das gleiche Vorzeichen, da Lo (falls Ly # 0), m und r? nicht ihre Vorzeichen #ndern. Also
nimmt ¢ monoton zu oder ab, der Umlaufsinn des Massenpunktes dndert sich also nicht.

Setzt man dies in (2.15) ein, ergibt sich
Mo, L

LO
- E 2.1
5 T g T V() (2.17)

In (2.15) und (2.17) erkennt man, da die kinetische Energie in einen radialen Anteil 27 und in die

. . ; L2 ..
Rotationsenergie 2r2¢? = =0 zerfillt.
2 2mr

(2.17) konnen wir integrieren. Dazu lsen wir zuerst auf

f:i\/fn (E—V(r)— 2:32) (2.18)
dr

2 (Vo) - o)

r(t)
t—to =+ / dr
r(to) \/ 2 (E = Vess(r))

und trennen die Variablen

dt =+

Jetzt wird integriert:

3Die Ableitungen der Basisvektoren kann man in Komponentenschreibweise ausrechnen:
2 d [ cos¢ —dsine "
er_&( sing ) ¢ cos ¢ = e

ép = —ér

Analog erhilt man

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



18 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

Hierbei wurde bereits das effektive Potential

2 .
"/Ve =

() =V(r)+ 2mr2 3 -
benutzt. :
Dies ist genau dieselbe Gleichung wie (2.6), die 9
wir bereits bei der eindimensionalen Bewegung ei- ]
nes Teilchens erhielten. Der Abstand r vom Zentrum 1
dndert sich also bei der Bewegung im Zentralkraftfeld
V(r) genauso wie der Ort eines Teilchens bei eindi- 1
mensionaler Bewegung im Potential Vs ;(r). Die 1- 0 -
dim Bewegung des Teilchens in einem Potential kann .
nur dann beschriankt sein, wenn das Potential ein 14
Minimum hat (und die Energie E geeignet gewihlt |
wurde). Also mufl das effektive Potential Vey; ein
Minimum haben, wenn beschrankte Umlaufbahnen —21
moglich sein sollen. Das heifit z.B. dafi das Potential -
V(r) fiir kleine r schwiicher als mit —1/r2 abfallen
muf3.
Oft interessiert nur die Bahn r(¢) und nicht die Bahnkurve r(t)é,(t) = (r(t) cos ¢(t), r(t) sin ¢(t)).
Mit der Kettenregel erhalten wir

L dr(o(t) _ dr(@)do _dr
dt dp dt  do
Nun teilen wir durch ¢ und verwenden (2.16) und (2.18):
2
dr 7 (B = Vegg(r)) V2m
d¢ (b "LL,T(?2 LO r ff (7")
Trennung der Variablen liefert
L () dr’
b — do = £ i (2.19)

V2m Jr(go) r?JE — Vers(r')

Ist B — Vegp > 0 fir rmin < 7 < ripaa, so oszilliert r
zwischen 7., und 7,42, wihrend ¢ monoton zunimmt. 4
Wihrend einer halben Periode &ndert sich ¢ um A\ Tmin Timaz

LO Tmaxz d?“/ -

\/2m Tmin r’Q\/E—Veff(r’) EA

A¢ =

Ist nA¢ = mm fir n,m € N, so ist die Bahn geschlossen.

Wenn F gleich dem minimalen Wert ist, also ¥ = FE,,;,, dann
folgt 7'min = Ymaz = 7 = 19 = const. Die Bahn ist ein Kreis, und
es gilt wegen (2.16)

8(t) = %t~ t0) + 6o

0
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2.8 Bewegung im Zentralkraftfeld 19

Ist V¢ fiir groBe r beschrénkt, d.h. Vo = lim (V(r) + L—g) < 00, dann kann V,, = 0 gesetzt werden.

2
r—00 2mr

Es gilt dann
Fir F < 0 sind die Bahnen beschrankt.

Fiir £ > 0 gehen die Bahnen nach oco. Wegen 7 — %E fir r — oo gilt

[2F
r—rg+4/—t
m

Mit irgendeinem 7. Also bleibt auch ¢ beschréinkt:

Rl L < dt L e dt
w(OO)—sO(to)=/ Gt = =2 ~ = < o0
t m Jy

~ 2
0 0 r(t)? M (ro+ Et)

m

Also nihert sich die Bahn fiir r — oo einer Geraden an.

2.8.2 Das Keplerproblem

Bevor wir loslegen kénnen, brauchen wir noch ein wenig mathematisches Riistzeug. Némlich...

Darstellung der Kegelschnitte in Polarkoordinaten

Ellipse

Die Summe der Abstédnde der Punkte der Ellipse zu
ihren beiden Brennpunkten F; und Fj ist konstant:
Ellipse = {P|F1 P + Fo P = 2a}

Sei e der Vektor vom Ellipsenmittelpunkt zu einem
Brennpunkt. Setzt man speziell den Punkt @ in die
Bestimmungsgleichung ein, erhélt man

v =a® — e

Die Exzentrizitat der Ellipse ist gegeben durch

el

ei=— <1
a
Aus diesen beiden Formeln folgt nun
V¥ =a® —a%e? = a*(1 - £?) (2.20)
Herleitung der Ellipsengleichung in Polarkoordinaten:
lr| +|r+2e|] = 2a
r+2| = 2a—|r|=2a—7r
(r+2e)? = (2a—r)?
r? +der+4e? = 4a*> —dar +1r°
acrcosp+e2 = da*—ar
ar(l+ecosg) = a?—e? =b
p , b?
— t = — 2.21
" 1+ ecos¢ mikep a ( )

Hyperbel
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20 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

Bei der Hyperbel ist die Differenz der Abstidnde
zu den beiten Brennpunkten konstant: Hyperbel =

{P|F\P — F,P = +2a}. Es gilt ¢ = 1l > 1.
|r+2e| —|r] = +£2a
r? +der+4e> = r?>+4a>t4dar
carcosp+e? = a’+ar
ar(+l —ecosp) = €2 —a?
Also
+ 2 _ 2
r=—"L it p=2"C (222
1Fecoso a
Parabel
L
P
Der Abstand vom Fokus F' zum Punkt P auf der Parabel ist gleich
r dem Abstand von P zur Leitlinie L: Parabel = {P|FP = PL}
Wegen FP=rund PL=p—rcos¢ gilt
,¢ } r=p—1rCcoso
F+— D —
Auflésen liefert nun »
"= 1+ coso

Berechnung der Planetenbahnen

Planetenbewegungen werden in sehr guter Naherung durch das Potential

GMm
V(r)=- =

K
r

beschrieben. Hierbei ist M die Sonnenmasse, m die Planetenmasse und G die Gravitationskonstante.

Wir legen den Koordinatenursprung in den Sonnenmittelpunkt. Die kleine Abweichung vom Massen-
mittelpunkt ist vernachléssighbar (man beachte: M =~ 330000mg,qe!). Spiter werden wir sehen, dafl diese
Néherung exakt stimmt, wenn man nur den gemeinsamen Schwerpunkt als Koordinatenursprung wahlt.

Wir kénnen nun das Potential direkt in (2.19) einsetzen.

Aus
== [
2
N R
folgt mir der Substitution v = %, r= %, dr = —u%du
1
1/r du T %?
¢ —¢go=— — = aTCCos — et
\/Tg + Ru—u? mHs o+ 2

Hierbei wurde die Formel f ﬁ = — arccos i;j:c verwendet, die fiir b + ¢ > 0 giiltig ist. Diese

2 2
Nebenbedingung ist wegen £ > V,py > — 35 erfiillt (— 37 ist das Minimum von V,yy).

0 0
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2.8 Bewegung im Zentralkraftfeld 21

Im Integral fehlt die untere Grenze % Hierbei handelt es sich jedoch lediglich um einen konstanten
Summanden, den man in ¢ hineinziehen kann.

Auflgsen ergibt nun

Li1_4 2 _1
cos(6 — o) = —HEE_—_ = 1
T
Wobei
L2 2I2E
p=—2 und e=1/1+ 02 (2.23)
mk mK

gesetzt wurde. Lost man nun nach r auf, erhélt man schliellich

. p
1+ ecos(¢ — ¢p)

In Abh#ngigkeit von € ergeben sich also die verschiedenenen Kegelschnitte. Die jeweilige Energie folgt
aus (2.23).

e fiir e > 1, d.h. E > 0, eine Hyperbel
e fiir e =1, d.h. E =0, eine Parabel

o fiir e <1, d.h. F <0, eine Ellipse

Damit ist das erste Kepler-Gesetz hergeleitet: Die Planeten beschreiben Ellipsenbahnen, wobei die Sonne
in einem Brennpunkt der Ellipse steht.

Zusammenhang zwischen F, ¢ und der Bahnform
Fiir e < 1 ist
p P 2p

2a = min max — =
@ = Tmin 7 1—5+1+s 1—e2

Setzt man p und ¢ aus (2.23) ein, erhélt man

__p L me s (2.24)
1—e2  mr \ 2L2E 2| '

Die kleine Halbachse b kann man mit (2.20) berechnen:

2 2 2
2 9 2 K 2L L
Vi=a(l-e) = 4E? <_ mk2 ) - 2|Elm ap (2.25)

(2.24) zeigt, dafl die Bahnen gleicher Energie die gleiche grofie Halbachse haben:
— e=0,2

|
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22 KAPITEL 2: MECHANIK VON MASSENPUNKTEN

Aus (2.25) folgt mit (2.24):
I3 2E| kI3

S 21Em kK 0m

Die Bahnen mit gleichem Drehimpuls haben also gleiches p:

Hier sind die Exzentrizitdten einiger

% Planeten:

8 Planet ¢

T Merkur 0,206

& Erde 0,017
Mars 0,093

Ableitung des dritten Keplerschen Gesetzes:

Die Fldche einer Ellipse ist A = mab. Andererseits folgt aus dA = QLTSLdt durch Integration iiber die
Umlaufperiode T: A = QL—%T. Damit gilt

2 2 . / /1
T = z;nab: z;na pa:27'ra‘3/2 %:271'(13/2 e

Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die Kuben der groflen Halbachsen
ihrer Ellipsenbahnen.

Weiterhin ist T fiir kleine Planetenmassen unabhéngig von der Planetenmasse.

(Keplers zweites Gesetz, den Flichensatz, hatten wir ja schon in 2.5.2 abgeleitet.)
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3.1 Zwangsbedingungen und generalisierte Koordinaten

Bisher haben wir die Bewegungsgleichungen aus den Kréften mit den Newtonschen Gesetzen abgeleitet.
Probleme mit sogenannten Zwangs- oder Nebenbedingungen lassen sich aber damit nur umsténdlich
l6sen. Fiir eingeschrinkte Bewegungen von Massenpunkten hat man daher einen eigenen Formalismus
entwickelt - die Lagrangeschen Gleichungen.

Zuerst einige Beispiele fiir Zwangsbedingungen:

Beim Pendel muf} sich die Pendelmasse stets so bewegen, dafl

l
(x —x¢)? =17
m
gilt.
Bewegt sich der Massenpunkt auf oder {iber der Ober- z
fliche eines ,,Hiigels”, dessen Hohe durch die Gleichung
z = f(z, z) gegeben ist, so gilt die Zwangsbedingung f(z,y)

z > f(z,y)

Und beim starren Koérper miissen schliellich die Absténde zwischen je zwei Punkten konstant sein:

|X(1) _ X(j)| = rij = const.
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24 KAPITEL 3: LAGRANGESCHE MECHANIK

3.1.1 Arten von Zwangsbedingungen

Am wichtigsten sind die holonomen Zwangsbedingungen: Lassen sich die Zwangsbedingungen durch
Gleichungen der Form

LD xM oy =0 firi=1,...,M (3.1)

ausdriicken, so spricht man von holonomen Zwangsbedingungen. Dies ist z.B. fiir den starren Korper
oder fiir das Pendel erfiillt. Dort ist M = 1 und die eine Funktion f lautet f(x) = x* —I2. Sind diese M
holonomen Nebenbedingungen voneinander unabhéngig, reduzieren sie die Zahl der Freiheitsgrade des
Systems auf 3N — k.

Héngen die f; nicht von der Zeit ¢ ab, so spricht man von skleronomen Bedingungen, héngen sie explizit
von der Zeit ab von rheonomen.

Lassen sich die Zwangsbedingungen nicht in die Form von Gleichung (3.1) pressen, so spricht man
von nichtholonomen oder anholonomen Zwangsbedingungen. Ein Beispiel wére ein Schlittschuh, der
stets nur in Richtung der Kufe gleiten kann. Hier sind nicht die Orte der Massenteilchen Bedingungen
unterworfen, sondern die Geschwindigkeit. Es gelten dann (fiir z.B. 1 Teilchen) Bedingungen der Art

3
> Ai(r,t)dw; + Ag(r, t)dt = 0.

i=1

Solche differentiellen Nebenbedingunen schrinken, im Gegensatz zu holonomen Zwangsbedingungen, die
Zahl der Freiheitsgrade nicht ein.

3.1.2 Generalisierte Koordinaten (g1, ...,qy)

f sei die Anzahl der Freiheitsgrade. Zahlen (g1, ..., ¢f) heilen generalisierte Koordinaten, wenn die Lage
aller Punkte des Systems durch diese f Zahlen gegeben ist, wenn also diese Lagen x(¥) Funktionen der

qi,...,qy sind:

x® =xD(q,....qpt)  i=12...,n

Die ¢’s miissen so gewéhlt werden, daf3
1. q1,...,q; unabhéngig voneinander variierbar sind und
2. die x() die Zwangsbedingungen erfiillen.

Beispiel 1: Bewegung auf Kugeloberflache

Bei Verwendung von Polarkoordinaten entspricht die Bewegung auf einer Kugeloberfliche |r| = const. einem kon-
stanten Radius: 7 = ro. Als generalisierte Koordinaten bleiben dann sinnvollerweise noch die beiden Winkel iibrig:

T ro sin 1 cos
r =1T10 = const. y| = [ rosindsing
x = x(9, ) 2 7o cos

Beispiel 2: Pendel mit gleitender Aufhangung
Als verallgemeinerte Koordinaten verwenden wir den Winkel ¢ und den Abstand
‘y ¢ ~1 & des Punktes 1 von der y=Achse. Wir haben wieder zwei Freiheitsgrade: f = 2.
T  Die Koordinaten der Punkte lassen sich schreiben als

! x = (€,0)
5 x? = (& +Isinp, —lcosy)
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3.2 Eingeschrinkte Bewegung eines Massenpunktes, Lagrange-Gleichungen 1.Art 25

Beispiel 3: Pendel mit gefiihrter Aufhdngung
Yy
T x

|

Der Aufhdngepunkt unseres Pendels bewege sich gemiB y4 = acoswt auf und ab. Wir

(%) benétigen lediglich den Winkel ¢, um das System zu beschreiben: f =1
L—

x =x(p,t) = (Isinp,acoswt — [ cos p)

3.2 Eingeschrankte Bewegung eines Massenpunktes,
Lagrange-Gleichungen 1.Art

Nun werden wir Bewegungen eines Massenpunktes untersuchen, die dadurch eingeschréankt sind, daf} sie
entlang einer Fléche oder einer Kurve stattfinden.

3.2.1 Zwangskrifte

Wir haben Zwangsbedingungen, und zwar nur eine, wenn die Bewegung auf einer Fliche stattfindet und
zwei, wenn sie ldngs einer Kurve stattfindet:

fi(r,t) =0, i=1oderi=1,2

Die Bewegungsgleichungen lauten

mi = K+ K’ (3.2)
K ist die eingepriigte, von auflen wirkende Kraft, K’ ist die Zwangskraft, die das Verlassen der Kur-
ve/Fléche verhindert.
Bestimmung von K':

K’ soll das Verlassen der Fliche/Kurve verhindern, aber die Bewegung nicht beeinflussen. Also mufi K’
senkrecht zur Fliche/Kurve stehen. K’ muf also parallel zum Gradienten der Bestimmungsgleichung
sein. Fiir die Fliche mit f(r,t) = 0 erhalten wir

|mi =K +\V/.| (3.3)

Das sind (zusammen mit f(r,¢) = 0) vier Gleichungen fiir die vier unbekannten r und A. Fiir die Kurve
mit fi(r,t) = fa(r,t) = 0 erhalten wir:

(mi =K+ MV i+ V] (3.4)

Also fiinf Gleichungen fiir fiinf Unbekannte.

Die letzten beiden Gleichungen heiflen Lagrange Bewegungsgleichungen 1. Art. X\, A1, Ao sind die Lagran-
geschen Multiplikatoren.

Fiir N Massenpunkte mit r = N — f Zwangsbedingungen ergibt sich analog
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26 KAPITEL 3: LAGRANGESCHE MECHANIK

mit =K;+ > \Vif; i=1,...,N (3.5)

j=1

Dies sind die Lagrange-Gleichungen 1.Art fiir N Massenpunkte. Hierbei kénnen die f; von allen Punken
abhingen

fi:fi(rl7"'7rNat)

und V; ist der Gradient beziiglich den Koordinaten des i-ten Punktes:

) ) )
Vi = D 5.0 5.0
0zy"” Oxy’ Oxy

3.2.2 Bewegung auf ruhender Flache

Die Zwangskraft AV f kann man ausrechnen. Wir betrachten hierzu die Bewegung auf der Fliche f(r) =
0. Es gilt langs der Bahn r = r(¢) unseres Massenpunktes:

0= f(x(t) = 0= fx(r) = -V

2
0:%:%(f-Vf):fo+f-V(fo)
= 0= —(K+AV/)Vf+i V(EV)

Die letzte Gleichung kann nun nach A aufgelost werden. Wir erhalten dann A in Abhéngigkeit von r
und #: A = A(r,f). Damit ist dann auch die Zwangskraft K’ bekannt und wir haben die ganze rechte
Seite der Gleichung mi = K + K’. Wir sind also bei den Newton’schen Bewegungsgleichungen ohne
Zwangsbedingungen angekommen.

Beispiel 4: Massenpunkt auf schiefer Ebene

Fiir Punkte auf der Ebene gilt tana = % Daraus gewinnt man die Gleichung

i f(z,y,2) =z —ytana =0 (3.6)

Vf=(0,—tana,1)

Wir erhalten also die Bewegungsgleichungen

mi =0
m¥ =mgZ+ AV f oder my = —Atan« (3.7)
mZ =mg A

Nun miissen wir A bestimmen. Leiten wir (3.6) zweimal nach ¢ ab, erhalten wir

0=2—gtana.

Hier kénnen wir jetzt die Bewegungsgleichungen (3.7) einsetzten:

A A 2 A1
O=g+—+—tan" =g+ ———
m  m m cos? a

= A=-mgcos’a (3.9)
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3.3 Gleichgewicht des Massenpunkes, Prinzip der virtuellen Arbeit 27

A hangt hier zum Gliick nicht von z, z und z ab; das vereinfacht die weitere Rechnung. Wir kdnnen jetzt die Bewe-
gungsgleichungen 16sen:

mx =0 = x =x9+ vot

my = mgsin o cos « = y:%tzsinacosa+uot+yo
s 2 _ 2 _ 9.2 . 2

mzZ = mg(l — cos” a) = mgsin” « = z= 515 sin” @ + (uot + yo) tan «

Zo, Yo, Vo, uo sind die Integrationskonstanten. Die Bewegung in z-Richtung ist dann nicht mehr beliebig, weil ja die
Zwangsbedingung f(y, z) = 0 erfiillt sein muB. Die z-Koordinate kommt nur in den z-Gleichungen vor; die z-Bewegung
ist also unabhiangig von den anderen beiden, wir werden sie nicht mehr beriicksichtigen.

Wie weit ist unser Punkt zur Zeit t die schiefe Ebene hinuntergerutscht? Gesucht ist die Bewegung in Richtung §.
Wegen s = —%— ist dies:

cos

s = gt?‘ sin « 4+ wot + So, wobei wy = uo
2 cos
Dies ist eine Bewegung mit um sin « reduzierter Schwerkraft.
Wie groB ist die Zwangskraft?
K' = \Vf = —mgcos’ a(0,—tana,1) = (0, mgsin o cos o, —myg cos’ )

/
|IK'| = mgcosa
VAN 1/~ ~ . 2 . 2 .
K'-§=K'(jcosa+ Zsina) = mgcos” asina — mgcos” asina = 0

Die letzte Zeile ist wichtig. § ist der Einheitsvekor in Richtung der Bewegung und die Zwangskraft steht senkrecht
darauf. Die Zwangskraft leistet also keine Arbeit: dW = K'dr = K'(2dz + 3ds) = 0.

Das letzte Ergebnis des Beispiels gilt auch allgemein:
Bei stationérer Fliche/Kurve leisten die Zwangskrifte keine Arbeit:

dW =K'dr =0

Da nur die eingeprigte Kraft zur Arbeit beitrdgt bleibt der Energiesatz fiir Bewegungen auf ruhenden
Fliachen/Kurven giiltig, wenn die eingeprigte Kraft konservativ ist.

3.3 Gleichgewicht des Massenpunkes, Prinzip der virtuellen Arbeit

Win untersuchen das Gleichgewicht des Massenpunkes, d.h. ¥ = 0. Dies ist ein Zustand der Ruhe (oder
der geradelinigen, gleichférmigen Bewegung). Es muf} gelten:

mi = 0, also K+K' =0

Speziell gilt fiir den an eine Flidche gebundenen Massenpunkt, der ruht:

K+ AVf =0
f(r,t)=0

An der ersten Gleichung sieht man, dal ve K muf} senkrecht zur Oberfliche gerichtet sein muf.

(3.10)

Beispiel 5: Massenpunkt auf Kugeloberflache

Wir betrachten die Bewegung im Schwerefeld, also ist die Kraft K = (0,0, —mg). Unsere Zwangsbedingung lautet
lr|> = a?, also
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28 KAPITEL 3: LAGRANGESCHE MECHANIK

f(r):r27a2;0

Vf=2r
Aus (3.10) folgt dann
22z =0
2)\y:0}:>x—y—0 =z = =*a
—mg+22z=0 = A=+
2a

Der Massenpunkt bleibt also nur ganz oben oder ganz unten in Ruhe.

3.3.1 Andere Form der Gleichgewichtsbedingung

Im Gleichgewicht gilt fiir den freien Massenpunkt K = 0. Das bedeutet, daf fiir eine (gedachte) infini-
tesimal kleine Verriickung dr die dadurch geleistete Arbeit 6W = Kdr verschwinden muf:

Kér=0

Diese Gleichung muf} fiir alle instantanen Verriickungen dr erfiillt sein. Man spricht auch von virtuellen
Verriickungen.

Ein freier Massenpunkt ist genau dann im Gleichgewicht, wenn die bei virtuellen Verriickun-
gen geleistete Arbeit Null ist.
3.3.2 Gleichgewicht des unfreien Massenpunktes

Man kann einen unfreien Massenpunkt ansehen, als einen freien Massenpunkt, der sich unter der &ufleren
und unter der Zwangskraft bewegt. Ergo mufl fiir beliebige, mit den Zwangsbedingungen vereinbare
Verrriickungen or gelten:

(K+K')ér=0

Da K’ senkrecht auf die Fliche steht, auf der sich der Massenpunkt bewegt, dr aber in dieser Fliche
liegt, gilt K'ér = 0. Es muf also

Kér=0 (3.11)
erfiillt sein.

Ein an eine Fliche/Kurve gebundener Massenpunkt ist genau dann im Gleichgewicht, wenn
die Arbeit der eingeprigten Krifte bei allen mdaglichen virtuellen Verriickungen verschwindet.

Dieses Prinzip der virtuellen Arbeit gewinnt seine volle Niitzlichkeit erst bei Massenpunktsystemen.
Dann lautet die Gleichgewichts-Bedingung

> KW' =0 (3.12)
Bei konservativen Kriften ist K = —VV und wir erhalten

0=Koér =-VVir=—-4V.
Denn VVér ist gerade die Anderung der potentiellen Energie bei der Bewegung um ér. Also:

Im Gleichgewicht besitzt die potentielle Energie ein Extremum.
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3.4 d’Alembertsches Prinzip und Lagrange-Gleichungen 2.Art

Wie stellen die Newtonschen Bewegungsgleichungen (3.2) fiir die eingeschrinkte Bewegung um:

mit — K = K’

Die linke Seite bezeichnet die verlorene Kraft, also derjenige Teil der dufleren Kraft, der keine Beschleu-
nigung leistet und von der Zwangskraft im Geichgewicht gehalten wird. Da die Zwangskraft K’ senkrecht
auf die moglichen infinitesimalen Bewegungen dr steht, verschwindet das Skalarprodukt:

(mf¥ —K)dér=0 d’Alembertsches Prinzip (3.13)

Der Massenpunkt bewegt sich so, dafl die virtuelle Arbeit der verlorenen Kraft zu jeder Zeit
veschwindet.

Fiir mehrere Massenpunkte wird die Gleichung zu

%

3.4.1 Einfiihrung generalisierter Koordinaten

Allerdings sind die virtuellen Verriickungen i.a. nicht unabhéngig voneinander. Sie miissen ja schliefllich
den Zwangsbedingungen geniigen'. Deshalb fiithrt man generalisierte Koordinaten ¢; ein. Die Zwangsbe-
dingungen sind dann automatisch durch eben diese generalisierten Koordinaten erfiillt, wir kénnen die
g:’s also frei variieren. Unser néchstes Ziel ist es, Gleichung (3.13) in die generalisierten Koordinaten zu
iibertragen. Dazu werden wir zuerst ), K;or; und dann ), m;¥;0r; berechnen.

r; = ri(qla" '7q87t)

. . or; . Or; . . .
ri:Z ]qj+ :ri(qla"'7qS7q17"'aqS7t) (315)

ot

Bei der Ableitung wurde die Kettenregel verwendet. Aus (3.15) folgt insbesondere

or;  Or;
Lt (3.16)
an (9(]j
Fiir die virtuellen Verriickungen gilt ebenfalls nach der Kettenregel
3ri
5I'i = 5q
8qj J
Die Arbeit der eingeprigten Kréfte wird zu
N 61‘ s N
Wi = Kidr; = ZK —Log = (Z ) oqj = ZQ](sq] (3.17)
i=1 j=1 \i=1
—,_/
=Qj

Die @, sind die Komponenten der generalisierten Kraft. Da die ¢; nicht notwendigerweise Léngen sind
J J

(wir hatten z.B. auch schon oft Winkel), haben die @; nicht unbedingt die Dimension einer Kraft, aber

¢;Q; hat immer die Dimension einer Energie.

1Es gilt z.B. fiir die Bewegung auf der Fliche aus Beispiel 4: 6z = tan ady.
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Falls ein Potential V' =V (ry,...,ry) existiert, gilt K; = —V;V und die Q;’s werden zu

N N
Gri aI'i ov
= § Kim—=- E ViV—=—
= 9% i=1 04 i

(Hier wurde die Kettenregel ,,riickwirts” verwendet.) Jetzt brauchen wir noch eine kurze Nebenrechnung
in der die Vertauschbarkeit von zweiten partiellen Ableitungen verwenden:

d Or; L %r; . O%r; ar, . ari Ot
—Lt=3" Q1+ = Z: = (3.18)
dt an =1 aQZale 8t8qj 8ql 81& an-

Jetzt kommt die Konigsrechnung. Wir kénnen némlich jetzt ), m;¥;0r; in generalisierten Koordinaten

ausdriicken. Die beigefiigten Kommentare beziehen sich auf die jeweils letzte Umformung vor dem
Kommentar. Viel Spafi!

i=1 j=1
N s
- Z Z i {dt ( g‘j;) - rljtg;l} 04, Produktregel ,riickwarts’
=1 j=1
__j§:j§:7n,{ ( 3rz> ihéﬁi}(s, Gleichungen (3.16) und
i=1 j=1 Lt \"" g, *9q; @ (3.18) eingesetzt
N s
m; [d 0 0 a2 9a
- - ~|I.‘i|2_|f'i|2}6Q‘ bl P
; j=1 2 { dt 94, 9q; ! Oz Ox

o~ fdoT oT . 2

> (doT oT

Falls holonome Zwangsbedingungen vorliegen (was fast immer der Fall ist) kann man die d¢; unabhéngig
voneinander variieren. Dann 148t sich Gleichung (3.20) nur dann erfiillen, wenn die geschweifte Klammer
fiir jedes einzelne j gleich Null ist:

d oT 0T

#oy og

Falls ein Potential existiert, das Kraftfeld also konservativ ist (was auch fast immer der Fall ist :) ), gilt
Q; = —g—;/, Wenn wir weiterhin noch die Null 0 = % (das Potential hingt nédmlich {iberhaupt nicht

von den Geschwindigkeiten ab) addieren, wird aus (3.20)

*(doT-V) OT- m}
— - — 6g; =0
; {dt 0q; Jq; !

T —V werden wir die Lagrange-Funktion L nennen. Jetzt kénnen wir die letzten beiden ,,falls” zusam-
menfassen:
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Fiir ein konservatives Systems mit holonomen Zwangsbedingungen gelten die Lagrange-
Gleichungen 2 .Art:

= _ 2= fuirj=1,...,s (3-21)

wobei L = L(q1,...,qs,q1,--,Gs,t) =T(q1, .-, qs, G145, t) — V(q1,...,qs).

(3.21) sind s Differentialgleichungen zweiter Ordnung, wir benstigen also 2s Anfangsbedingungen. Die
Zwangsbedingungen treten nicht mehr auf.

Statt der Newtonschen Mechanik mit den Vektoren Kraft und Impuls haben wir es in der Lagrange-
Mechanik mit den Skalaren Energie und Arbeit zu tun?.

3.4.2 Kochrezept...

...ftir Probleme mit konservativen Kraftfeldern mit holonomen Zwangsbedingungen:

a.) Bestimme die Zahl s der Freiheitsgrade und wihle entsprechende generalisierte Koordinaten
qi,-.-,4s-

b.) Bestimme T,V und L =T — V als Funktionen der g;, g;.

c.) Stelle die Lagrange-Gleichungen %% — g—é = 0 auf und I6se sie.

Beispiel 5: Kugelpendel

Wir wahlen die beiden Winkel ¢ und ¥ der Polarkoordinaten als generalisierte Koordinaten. Wenn wir ¥ und ¢ um
sehr kleine Betrage dv und dp dndern, bewegt sich der Massenpunkt um Rd? in Richtung Siiden und um Rsin ddp
nach Osten. Das sind gerade die Richtungen von éy und é,, also gilt in Polarkoordinaten

dr = RdvVéy + Rsinv dpé,

Die Einheitsvektoren sind orthogonal, also gilt fiir die Geschwindigkeit der Satz des Pythagoras:

weiterhin ist
V =mgRcos?
und damit

(9? + sin® 9 %) — mgR cos ¥

Die Lagrange-Gleichungen lauten:

2 Allerdings kann man den Lagrange-Formalismus nicht auf Reibungskrife anwenden.
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32 KAPITEL 3: LAGRANGESCHE MECHANIK

= %% — % = % (mR219) - (mR2 sinﬁcosﬁng +ngsin19)
= mR*(J — cos ¥ sin ¥ $?) — mgRsin 1

d 0L 0L d 2 .24 .

4oL oL _ @ 9&) —0 =

Aoy Oy di (mR sin <p) 0=0

Aus der zweiten Gleichung folgt sofort, daB die letzte runde Klammer konstant ist. Dies ist jedoch gerade der Dre-

himpuls Lo:

Lo = mR?sin® ¥ ¢ = const.

Diese Konstante kommt daher, daB in der Lagrange-Gleichung der zweite Summand % wegfillt. Dies gilt auch

allgemein:

Gilt fiir eine Koordinate g; % =0, so ist der zugehdrige verallgemeinerte Impuls konstant:
J

oL _ 0 8? = pj = const.

- — = —
9q; 94,
q; heiBt dann zyklische Variable.

Wir kénnen die Drehimpulserhaltung nach ¢ auflésen:

Lo

= mR2 sin® ¢

Jetzt konnten wir dieses ¢ in die erste Lagrange-Gleichung einsetzten und versuchen, die Gleichung, die dann nur
noch von ¥ abhingt, zu 16sen. Das ist jedoch schwierig. Wir setzten ¢ stattdessen in den Energiesatz ein:

2
_ Lo
m2R4sin* ¢

mR?

const.:E:T+V:T(192+sin219 )+ngcosz9

Die Gleichung ist immer noch unhandlich. Wir ersetzten nun ¢ durch z. Mittels

2':2

2 2 2 ) ; ) 22
COS19:%, sin%?zl—%:RRTz —sinﬁﬁ:%7 P? “
folgt
mR? 22 L2 R?
E= (th? m2R4R2722>+mg2

Auflésen und Trennung der Variablen liefert hieraus

5= \/ 2 (B —mg)(R? - ) — o . /T
mR? m2R2
t= dz mit einem kubischen Polynom T'(z)
VvI(z)
=z =2(t)

T RZsin?9  R2- 22
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Klassische Mechanik
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Das Problem besteht lediglich darin, daB man das auftretende
Integral nicht geschlossen l6sen kann. Offenbar kann sich der
Punkt nur in solchen Bereichen bewegen, in denen T'(2) > 0

ist. Da fiir Lo #0  T'(+R) < 0 ist, kann das Pendel die Pole groBes &
nicht erreichen, wenn der Drehimpuls ungleich Null ist. Es gilt
—R<zn1<z<zm <R groBes Lo

Die erlaubten Bereiche kann man sich veranschaulichen, indem
man die Kurve —2(E — mgz)(R? — 2%) mit der Waagrech-

ten mé—iz schneidet. Fiir kleine E hat die Kurve zwischen den kleines Lo
beiden stets vorhandenen Nullstellen bei +R noch eine dritte

dazwischen, fiir groBe E 3hnelt sie einer Parabel mit den bei- — \_/}‘{ z
den Nullstellen +£R. Erlaubt ist dann jeweils der Bereich mit kleines E

Kurve < Gerade’ (Siehe nebenstehende Abbildung).

= %Y\

Beispiel 6: Pendel mit gleitender Aufhangung im Schwerefeld

22
§ |
Wir wahlen als generalisierte Koordinaten ¢ und &. Es gilt: ™ a
| x
|
|
x) = (¢,0) -
|
x® = (¢ + Isingp, — cos ) | )
|
Jetzt geht's weiter nach Kochrezept:
ma

T= "0 T2 (€4 leosp ) + (Ising o))
Mg, M2 (2 2.2 H¢
=5 &+ 5 (5 +1%¢ +2l<p§cosg0)

V = —maglcosp

L=T-V

£ ist wieder eine zyklische Variable, die zugehdrige Lagrange-Gleichung lautet

d ol oL d : : .
= Ea? %@ (m1§ + ma€ + malp cos cp) (3.22)

Fiir o ergibt sich

_doL oL d 2. : Li .
= @% - % =7 (mgl o+ mglfcosga) — (—mglgaﬁ sin ¢ — magl sin cp)
=mal®p + mglécosga - mzlf sinp ¢ + mzlc,bf sin ¢ + malgsin ¢

= mal®p + mal € cos p + malgsin g (3.23)

Jetzt linearisieren wir die Gleichung. Dazu nehmen wir an, daB ¢, ¢ und ¢ klein sind, so daB man Produkte aus diesen
GroBen, die ja dann noch viel kleiner sind, vernachldssigen kann. Weiterhin gilt fiir kleine ¢ auch

singp ~ @ und cosp =1

In Gleichung (3.22) muB der Ausdruck in der runden Klammer konstant sein.
Wir nennen diese Konstante (m1 + m2)vo:
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const. = (m1 + mg)é + maly := (m1 + m2)vo

= () = v — —"2L )

mi1 + ma2
mzl

=¢&(t) = @(t) 4 vot + &o

mi1 + ma2

und, wenn man ableitet statt integriert:

mol .
= Bt
mi1 + ma2 #(t)

£(t) =

Diese allerletzte Zeile kdnnen wir in (3.23) einsetzen, nachdem wir diese Gleichung linearisiert haben:

0=mal’¢+ mglé + malgyp

l2
_ 12.4_ ma . l
mat ¢ 7m1+m2(’0+m29(’0
mi . g
e Lor=0
m1+m2@+ltp

Das ist eine Schwingungsgleichung, also:

w(t) = po cos(wt + to) mit w'=——-=%
Damit ergibt sich schlieBlich

£(t) = —ﬁwo cos(wt + to) + vot + &o

Wir haben vier Integrationskonstanten &, o, vo, to-

3.5 Einbeziehung anholonomer Nebenbedingungen

Dieser Abschnitt stellt nur eine Skizze dar, genauer steht’s z.B. in Pasler, Prinzipe der Mechanik, §13.

Wir betrachten ein Problem mit & holonomen Zwangsbedingungen

fo(ry,...;en,t) =0, n=1,... h

und p anholonomen Zwangsbedingungen

3N
Z Aim(:rl,...,{ﬂg]v,t)dmm +Ait(l’1,...,$31\[,t)dt = 0, 1= ].,...,p

m=1
Wir fiithren wie gewohnt generaliserte Koordinaten ¢, . .., gs mit s = 3N — h ein, ohne die anholonomen
Bedingungen zu beriicksichtigen.
Die oben durchgefiihrte Ableitung bleibt giiltig bis

Z{dar—af—Qj}5QJ= (3.24)
i

Jetzt sind allerdings die d¢; nicht unabhéngig voneinander wahlbar, da ja noch die p anholonome
Zwangsbedingungen erfiillt werde miissen. Da die virtuellen Verriickungen instantan (d¢t = 0) erfolgen,
miissen die dg; Gleichungen der Art
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> aimbgm =0 fiiri=1,...,p (3.25)
m=1

geniigen. Hierbei ergeben sich die a;,, aus den Ay,.

Nun werden wieder Lagrange Multiplikatoren verwendet. Aus Gleichung (3.25) folgt natiirlich fiir be-
liebige \;

i >\7. i aim6Q7n =0
=1

m=1

Diese produktive Null setzen wir in (3.24) ein:

| dor or :
Z{clté)(]'j_argj_Qj+;)\iaij}6qj =0

j=1
So, jetzt konnen wir die ersten s —p  dg; als unabhéngig voneinander ansehen, also muf fiir j =
1,...,s — p die geschweifte Klammer verschwinden. Bei den restlichen p Gleichungen wahlen wir nun
die \; so, daBl die geschweifte Klammer verschwindet. Als Resultat erhalten wir, dal die geschweifte
Klammer fiir alle j gleich Null sein muf3.

dor oT -
T 0. Xiaii =0 i=1..., 3.26
didq; g Qj + ; Qij J S ( )
Zusitzlich sind die Zwangsbedingungen > " | @imGm + a;p = 0 fiir i = 1,..., p zu beriicksichtigen.
Nochmal: Gleichung (3.26) gilt zwar fiir alle j = 1,...,p, aber bei verschiedenen j’s aus verschiedenen
Griinden:
a.) j=1,...,5s—p: Man kann s — p der d¢g; unabhénig voneinander variieren, deshalb miissen soviele
Summanden verschwinden.
b.) j=s—p+1,...,s: Wir wilhlen die A; so, daf die restlichen Summanden auch noch verschwinden.
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Unter beschleunigten Bezugssytemen versteht man alle Bezugssysteme, die keine Inertialsysteme sind.
Also Koordinatensysteme, deren Ursprung keine konstante Geschwindigkeit hat, oder die rotieren (die
Drehachse kann sich auch noch dndern) oder fiir die beides zutrifft.

Wir werden héufig zwei Koordinatensysteme verwenden. Zum einen das beschleunigte, in dem wir Physik
betreiben wollen (das heifit, wir wollen die Gleichungen, die dort gelten, herleiten), und zum anderen
ein Inertialsystem, in dem wir die physikalischen Gesetze bereits kennen (das sind die Newton’schen
Bewegungsgleichungen).

Variablennamen ohne Strich wie é; oder v bezeichnen Gréfien im Inertialsystem, gestrichene wie &} oder
v’ die zugehoérigen Werte im bewegten Koordinatensystem.

Wenn R=R(t) der Vektor vom Ursprung des Inertialsystems zum Ursprung des bewegten Koordina-
tensystems ist, lassen sich alle Groflen geméf folgender Skizze zerlegen:

é1

Inertialsystem K v v

4.1 Kinematik

In diesem Abschnitt wollen wir die Beziehungen zwischen Geschwindigkeiten bzw. Beschleunigungen im
Inertialsystem und im beschleunigten Bezugssystem untersuchen.

Wir betrachten zuerst den Ortsvektor zum Punkt P:

Wie man anhand der Skizze sieht, gilt
r=R+r (4.1)

Weiterhin lassen sich r und r’ zerlegen:
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3

r — inéizxiéi
i=1
3

r = Zxéégzxiég
i=1

Hier wurde bereits die Einstein’sche Summenkonvention! verwendet:

Uber jeden zweimal in ein und demselben Produkt
auftretenden lateinischen Index wird von 1 bis 3 summiert.

Bevor wir uns den Geschwindigkeiten widmen kénnen, miissen wir erst untersuchen, wie sich Zeitablei-
tungen der (Orts-)Vektoren verhalten, denn genau die brauchen wir ja schliefflich fiir die Geschwindig-
keit. Wir betrachten also einen beliebigen Vektor

o Ial 1Al
a= E a,é; = a;é;
i
und leiten ihn ab:

da _ d
dt — dt

d

d
|8 dlEl = el + ol e (4.2)

(alé)) = ~

Uns fehlt jetzt die Ableitung der Basisvektoren von K’. Diese #ndern sich (fiir den Beobachter in K)
nur dann, wenn K’ rotiert. Wir betrachten also von K aus eine Rotation von K’ mit der Winkelge-
schwindigkeit w. Die Richtung dieses Vektors gibt wie immer die Drehachse an, der Betrag die Winkel-
geschwindigkeit. Wenn K’ rotiert, dan ist das gleichbedeutend mit der Rotation der Basisvektoren é;
von K’. Ein beliebiger Vektor x, der mit w rotiert, geniigt der Gleichung

X =wXX. (4.3)

Die Basisvektoren sind auch Vektoren, also gilt dieselbe Gleichung auch fiir sie:

(4.4)

Diese Gleichung sagt, wie sich die Basisvektoren von K’ &ndern, wenn man sie vom ruhenden Koordi-
natensystem aus betrachtet.

Setzen wir (4.4) in (4.2) ein, erhalten wir

da . . o . d'a
— = alé +aiw x & = ale, +wx (aje) = — +wxa
at Lis) =5

=a

% steht fiir die Anderung des Vektors im Inertialsystem, asél = ddl—f ist die Anderung des Vektors, die

man im mitbewegten System K’ mifit. Weil’s so schon ist, nochmal und diesmal sogar mit Nummer:

d d
d—?:d—f—i—wxa (4.5)

a bedeutet hier nicht Beschleunigung, sondern irgendeinen Vektor.

IWir verwenden die Summenkonvention hiufig auch bei generalisierten Koordinaten. Dann wird iiber alle Freiheitsgrade,
das heifit, von 1 bis s, summiert. In diesem Skript ist die Verwendung der Summenkonvention willkiirlich. Manche
Rechnungen werden mit Summenkonvention durchgefiihrt, in anderen Rechnungen stehen die Summenzeichen. Wenn
die Summenkonvention verwendet wird, wird darauf hingewiesen.
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38 KAPITEL 4: MECHANIK IN BESCHLEUNIGTEN BEZUGSSYSTEMEN

Wo ist der Unterschied zwischen (4.3) und (4.5)7 Wenn wir den Vektor x, der mit w rotiert, von einem
Koordinatensystem aus betrachten, das ebenfalls mit w rotiert, dann ist er in diesem Koordinatensystem
konstant: % = 0. Also erfiilt x auch die Gleichung (4.5). Dariiberhinaus ist die Gleichung (4.5)
allgemeiner, denn sie gilt auch fiir Vektoren, die sich in K’ &ndern.

Man kann (4.5) auch symbolisch schreiben:

d d’

—=—_ - 4.

7 7 +w X (4.6)
Diese Schreibweise bedeutet, dafl wir eine wahre Gleichung erhalten, wenn wir links und rechts in der
Gleichung einen Vektor einsetzen. (Der Vektor mufl im beschleunigten System K’ dargestellt sein.)

Wir kénnen nun also die zeitliche Ableitung des Vektors im Inertialsystem nur durch Gréflen des be-
schleunigten Systems K’ ausdriicken.

Was gilt speziell fiir w? Wendet man (4.5) auf w an, erhéilt man

d—w—dlw—i—wxw—dlw
dt — dt Todt

=w

Die Ableitung von w stimmt also in beiden Koordinatensystemen iiberein. Deshalb ist die Bezeichnung
w gerechtfertigt. So, jetzt konnen wir bei den Geschwindigkeiten weitermachen:

Zusammenhang zwischen Geschwindigkeiten in K und K’

Leiten wir (4.1) ab, erhalten wir die Geschwindigkeit in K:

_dr  dR  dr

Vow T ar @
Mit (4.5) wird hieraus

dR d'r’
V=t dff. twxr =vy+v +wxr (4.7)
Wir haben also die Geschwindigkeit im Inertialsystem K durch Gréfen in K’ ausgedriickt. vq, = %%

ist die Translationsgeschwindigkeit und v/ = % die in K’ gemessene Geschwindigkeit.

Zusammenhang zwischen Beschleunigungen

Diese Gleichheit wird in der letzten Zeile der néchsten Rechnung verwendet. Wir wenden nun (4.5) auf
(4.7) an:

dv
a = —
dt
dvy.  d
= ;; +£(V’+wxr’)+wx(v'+wxr/)
a —|—d/ "+ xdr/—i—d/wxr’—i— x v +wx (wxr)
= r —V +w —_— — w v w w
o dt dt ' dt
=~ -
a’ v/
a = ap+a +2wxv4+wxr+wx(wxr) (4.8)

Das war’s schon. Wir haben die Beschleunigung in K durch Gréfien von K’ ausgedriickt.

Eine Anmerkung fiir Puristen, die nicht mehr auswendig lernen wollen als irgend notwendig: Es geniigt,
sich die Gleichung (4.6) zu merken. Daraus ergibt sich dann
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4.2 Dynamik in beschleunigten Bezugssystemen 39

Das Produkt wird ’ganz normal’ ausmultipliziert:

= @ @ X )+ xd/ X (w x !
a= @,—i—&(w O +tw a,—i—w (wx)]|r

Und das ist -bis auf das unwichtige a;, - die Formel von oben.

4.2 Dynamik in beschleunigten Bezugssystemen

Die Newton’schen Beweungsgleichungen wurden fiir Inertialsysteme formuliert und lauten dort

ma = K.
Setzen wir fiir a den Ausdruck (4.8) ein, erhalten wir die Bewegungsgleichung in den Variablen von K':
ma’ =K' — may. — 2mw X v — mw x (w x ') — mw x r’ (4.9)
Hierbei ist K’ = K, der Strich soll lediglich andeuten, dafl man die Kraft in den Koordinaten von K’

ausdriicken muf.

Der Beobachter in K/ muf} also im allgemeinen vier Zusatzterme einfithren, um Dynamik im Sinne der
Newtonschen Mechanik betreiben zu kénnen.

Der Term —2w X v’ heifit Coriolis-Kraft, —mw X (w X ') = m(w x r’) X w ist die Zentrifugal-Kraft.

Spezialfille

a.) Nicht beschleunigtes Koordinatensystem K':

Es sei R(t) = vo(t — to) + Ro, wobei vo, Ry = const. Weiterhin sei w = 0. Dann ist auch K’ ein
Inertialsystem, wir sollten also das ganz gewohnliche F = ma erhalten. Let’s see:

Es ist auch a;- = 0, und (4.9) wird zu
ma =K’
Wunderbar! Newton ist also wirklich gegen Galilei-Transformationen invariant.
b.) Beschleunigte Translationsbewegung:
Es sei w = 0. Dann folgt
ma’ =K' — may,
Das kennt jeder vom Autofahren. Wenn man auf die Bremse steigt, rucken die Képfe nach vorn.

Die gleiche Situation liegt in frei fallenden Fahrstiihlen vor: Ein Ko6rper ruht im frei fallenden
Fahrstuhl. Dort gilt fiir die Gewichtskraft weiterhin K’ = mg. Da der Fahrstuhl fillt, ist auflerdem
a;. = g. Einsetzen liefert a’ = 0.

Diese Aquivalenz von Trigheitskraft und Schwerkraft ist der Ausgangspunkt fiir die Gravitations-
theorie.

c.) Rotierendes Bezugssystem:
Es sei a; = 0. Aus (4.9) wird dann

ma’ = K’ + Kcoriotis + Kzentri + mr' X W (410)

Der letzte Term fillt bei einer gleichformigen Rotation (w = 0) weg. Diese Gleichung werden wir
im n#chsten Abschnitt untersuchen.
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40 KAPITEL 4: MECHANIK IN BESCHLEUNIGTEN BEZUGSSYSTEMEN

4.3 Bewegungen auf der rotierenden Erde

Auf der Erde ist w ~ 7,3-107°L und & = 0. Wir haben also einen Spezialfall von (4.10) vor uns.

Zuerst verarzten wir die Zentrifugalkraft m(w xr’) xw. Dar’ & const. ist sie nahezu konstant. Man kann
diesen Term in die Erdbeschleunigung miteinbeziehen. Dann zeigt g zwar nicht mehr genau in Richtung
Erdmittelpunkt, steht aber gerade senkrecht auf der Erdoberfliche. Die Erde ist ja bekanntlich (wegen
der Zentrifugalkraft) ein wenig abgeflacht, so das die Erdoberfliiche eine Aquipotentialfliiche bildet.

Uns bleibt also nur die Corioliskraft. Die Bewegungsgleichung lautet
mi = mg + 2m(f X w) (4.11)

Wir wihlen nun ein Koordinatensystem wie in folgender Skizze:

x: Ost-West Richtung
y: Nord-Siid Richtung
z: Vertikale

Mit w = (wg,wy,w;) = (0,wcos,wsiny) und g = (0,0, —g) ergibt sich folgende komponentenweise
Darstellung von (4.11):

T = 2wysiny — 2wz cos P
i = —2wT sin (4.12)
Z=—g+ 2wt cosy

Diese Gleichungen werden wir nun fiir einige Spezialfille 16sen.

4.3.1 Freier Fall
Es sei ©(0) = ¢(0) = 2(0) = 0, 2(0) = y(0) = 0 und 2(0) = h.
Wegen w < 1 und & < 1 folgt aus den letzten beiden Zeilen von (4.12) sofort
1=0=9=0= y=0,
1
Z=—g z=—gt z2=h——gt?

2
Damit erhalten wir fiir x:

1 m
T =2wgtcosy = x= gwg cosh t® ~ 1()*4—3t3
S
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4.3 Bewegungen auf der rotierenden Erde 41

Wir erhalten also eine Ostablenkung. Dies stimmt mit der Drehimpulserhaltung iiberein: Wahrend des
Fallens verkleinert sich der Radius der Kreisbahn unseres Steines. Also mufl die Winkelgeschwindigkeit

des Steines zunehmen. Diese war zu Beginn so grofl wie die der Erde, beim Fallen ist sie also grofler als
die der Erde.

Fiir h = 125m ist t = 5s, und wir erhalten eine Ostablenkung von etwa 1,25cm. Hieraus schlofl Galilei
auf die Erddrehung.

4.3.2 Horizontale Bewegung
Wir zerlegen die Winkelgeschwindigkeit der Erde in eine Komponente parallel zur Erdoberfliche und

eine senkrecht dazu:
W= Wy + wp

Damit 148t sich die Corioliskraft wie folgt schreiben:

€

wh. ”~

Wy Koo =2m(v X wy) + 2m(v X wy)

Der erste Term beschreibt unabhéngig von der Richtung unserer

horizontalen Bewegung auf der Nordhalbkugel eine Rechtsablen-

kung (Auf der Stidhalbkugel zeigt w, in Richtung Erdmittelpunkt,
7 wir erhalten eine Linksablenkung). Der zweite Term liefert bei v's
mit Ost-West-Komponente eine Kraft in vertikaler Richtung.

4.3.3 Das Foucault’sche Pendel

Foucault gelang 1851 durch ein im Pantheon aufgehingtes Pendel der Nachweis der Erdrotation?.

Wir wollen nun die Bewegung des Pendels berechnen. Es handelt sich um ein mathematisches Pendel
auf der rotierenden Erde.
Fiir ein Kugelpendel gilt

f=$2+y2+22—12=0
Die Lagrange-Gleichungen erster Art lauten hier

d
%i‘:—g—war"—i—/\Vf

Setzt man w = (0,wcosy,wsiny) = (0,wp,wy)
ein, erhilt man

T = 2wy — 2wpz + Ax
U = —2w,& + Ay
Z=—g+42wpt + Az

Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, daf das Pendel nur wenig ausgelenkt ist. Dannist T < 1,4 < 1,
2 =~ 0, und der Massenpunkt bewegt sich annéhernd auf der Ebene z = —I[, d.h. 2~ 0 und % = 0.

2Das Pendel dreht sich wirklich, ich hab’s gesehen!
Nach Auskunft von Prof. Brand kann dieser Versuch auch im Deutschen Museum in Miinchen besichtigt werden
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42 KAPITEL 4: MECHANIK IN BESCHLEUNIGTEN BEZUGSSYSTEMEN

Damit vereinfacht sich die z-Gleichung zu 0 = —g — Al. Hieraus ergibt sich

Setzt man dieses A ein, erhélt man
:c = 2w, ¥ - Sz
= 2wt — Ty

Diese beiden Gleichungen sind gerade der Real- und der Imaginérteil der folgenden komplexen Differn-
tialgleichung:

it = —2iwy — %u (4.13)

Hierbei ist u = x + iy.
Den Term mit @ wird man durch die Substitution

i = ue™’

los. Denn leitet man @ ab, erhélt man

U = tuw, et 4 getevt

U= (it + 2iw, i — w?}u) elevt

Verwendet man nun (4.13), so vereinfacht sich die rechte Seite:

U= (—%u - wiu) et = 0%

Hierbei wurde ¢ + w2 =: Q2 gesetzt. Diese Gleichung beschreibt Ellipsen. Schreibt man @ = & + i, so
lautet die Losung

T = AcosQt

7y = Bsin Qi
Nun miissen wir nur noch auf unser urspriingliches, fest mit der Erdoberfliche verbundenes Koordina-

tensysstem zuriicktransformieren. Wir hatten

— Wyt

T4iy=u=de = (Z + 17) (cos wyt — isinwyt)

Dies 148t sich auch als Matrixgleichung schreiben:

<x) _ < cgswvt SIN Wyt ) <%) (4.14)
Y —Sinwyt  €OoSw,yt Y

D

Die Matrix D ist eine Drehmatrix. Also ist das urspriingliche Koordinatensystem z,y gegeniiber dem
Z,y nur um den Winkel w,t gedreht. Im Tilde-System erhielten wir Ellipsen, also ergeben sich im fest
mit der Erde verbundenen System Ellipsen, deren Hauptachsen sich mit der Winkelgeschwindigkeit
wy, = wsiny entgegen der Erdrotation drehen.

Die Frequenz des Pendels Q = (/4 4 w? ist etwas grofer als die des nichtrotierenden Pendels, welcghe
bekanntlich ﬂ betrigt. Fiir [ = 10m betréigt der relative Unterschied etwa 108, was sehr wenig ist.

Besonders einfach zu realisieren sind folgende Anfangsbedingungen: Das Pendel wird ausgelenkt und in
Ruhe losgelassen. Das entspricht

T = a, =0, y =0, y =0, firt=20

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



4.3 Bewegungen auf der rotierenden Erde 43

Fiir t = 0 ergibt sich so aus (4.14)
T=a g=0
Beim Ableiten von (4.14) sollte man nicht vergessen, auf der rechten Seite die Produktregel anzuwenden.
Damit erhilt man (nach Auflosen) '
=0 Y = Wyl
Also ist
wyA

A= d B ==
a un R

Da <4 < 1 handelt es sich um sehr enge Ellipsen. Sie drehen sich mit w, = Qsiny ~ sinw%.
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In diesem Kapitel wollen wir Systeme aus mehreren Massenpunkten untersuchen. Da wviele Teilchen
jedoch schnell uniibersichtlich werden, handelt ein grofler Teil dieses Kapitels von Systemen aus zwei
Teilchen...

5.1 Grundlagen

5.1.1 Erhaltungssitze

Fiir jeden einzelnen Massenpunkt gilt (mal wieder) Newton:

N

d . . e

o (mit;) = p; = F{ + ZFU (5.1)
=1

F(© sind wieder die duBeren Krifte (,,¢” wie eingeprigt), F;; sind die Krifte, die zwischen einzelnen
Massenpunkten wirken. Zur Schreiberleichterung wurde die Konvention F;; = 0 verwendet. Die Massen
seien konstant: m; = const. Weiterhin gelte actio = reactio fiir die inneren Kréfte:

F,; = -F, (5.2)

ij

Summieren wir (5.1) {iber alle Massenpunke, so erhalten wir

%;Zmiri =Y FI+> R, (5.3)
i i 2]

——
=0

Der letzte Summand verschwindet wegen (5.2):

> Fy=> -Fji=-> Fj;=-)Y Fy;
1,3 0] ¥ 0J
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Nun brauchen wir einige Namen. Definition:

Gesamtmasse

M = Zmi

Massenmittelpunktsvektor (Schwerpunktsvektor)

R — ZZ m;r; _ Z, m;r;

o my M
Gesamtimpuls . R
r;
P .= Z:mzﬁ =M v
Gesamtdrehimpuls
L= Zr,; X pi = Zmiri X V;
Gesamtdrehmoment

N .= Zri X FEE)
i

Mit diesen Bezeichnungen wird aus (5.3)

d2

2 R=Fl .— (e)

M-sR=F = ZF

Also das Schwerpunktprinzip:

Der Massenmittelpunkt bewegt sich so, als ob die gesamte Kraft
auf die im Massemmittelpunkt konzentrierte Masse wirkt.

d’R dR
dt? dt

’ Ist die d&uflere Kraft Null, so bleibt der Gesamtimpuls erhalten. ‘

Wirken keine dufleren Krifte, ist =0, also = const. Dies ist der Impulssatz

Ein #hnlicher Satz gilt fiir den Drehimpuls. Um ihn herzuleiten, betrachten wir L:

%L: %Zrz Xpizz%(l‘i X pi) =3 (i XPi+ri X pi) = Y _1; XFEE)-FZI% x Fyj

% % i -0 ) ,j

Das erste Kreuzprodukt in der Mitte der Geichungskette verschwindet, da wegen p; = m;¥; natiirlich
I;||p; gilt. Fiir feste ¢ und j mit ¢ # j gilt (da Fyj|(r; —r;) ):

I‘iXFZ‘]‘—FI‘]‘XFji:(I'i—I'j)XFijZO.

Also verschwindet der letzte Summand und wir erhalten den Drehimpulssatz:

L= rxF"

Der Drehimpuls ist konstant, solange das duflere Drehmoment verschwindet. ‘
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46 KAPITEL 5: MECHANIK VON MASSENPUNKTSYSTEMEN

Zerlegung des Gesamtdrehimpulses

Wir zerlegen r; und r; = v; wie folgt

/!

r,=R+7r] +v;

i Vi =

R
~~
=V

Damit erhalten wir

L = Y (R+r)x (miV+mv)

(2

= Rx MV—I—Z(I’; X mvy) +Zmir2 x V+R x Zmivg
i i i
Die letzten beiden Terme sind jeweils Null:

Zmir;:Zmi(ri—R) =MR-R)=0

r

dr’ d dR dR
i 2 : ) o — ) = 4
dt - " (ri —R) =M ( dt dt ) 0 (5:4)

> mi
i

Somit erhalten wir
L=RxMV+> 1} xmvi (5.5)
i

Der Drehimpuls setzt sich also aus zwei Anteilen zusammen. Zum einen aus der Bewegung des Mas-
senmittelpunktes bzgl. des Koordinatenursprungs und zum anderen aus der Bewegung der einzelnen
Teilchen um den Massenmittelpunkt.

Zerlegung der kinetischen Energie
Ahnlich wie beim Drehimpuls zerlegen wir auch die kinetische Energie:

r= ;Xi:mivf - ;Zi:mi(VJFVQ)Q = %MVZ +;;miv’f+v;miv;

————
=0

Den letzten Term haben wir bereits bei der Betrachtung des Drehimpulses wegdiskutiert - siche (5.4).

Die kinetische Energie besteht also aus der kinetischen Energie der Bewegung des Massenmittelpunktes
und aus der kinetischen Energie der Bewegung der Teilchen um den Massenmittelpunkt.
5.1.2 Potentiale und Energieerhaltung

Nun wird der Fall von konservativen inneren und dufleren Kraften untersucht.

Die Ableitung nach einem Vektor, die auf den néchsten Seiten hiufig vorkommt bedeute:

le]
ox;
o _ %
8I'i Oy
Bzi
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Wie in den Anmerkungen auf Seite 9 schon erwdhnt hingen die Kréfte -und damit auch die jeweiligen
Potentiale- nur von ganz wenigen Koordinaten ab. Deshalb lassen sich die d&ufleren Krifte schreiben als:

o]
e 8 e 611 €
FE ) = —gUi( )(I‘i) = - % UZ'( )(xi’ymzz‘)
dzi

(U; hdngt nur von r; ab.) Die inneren Kriifte lassen sich schreiben als

I — 1.
F. =t _"J f. _r )= —F..
U —I‘j|f”(|rl r;|) i

Hierbei ist f;; nur eine Funktion des Abstandes zwischen den beiden Punkten. Wihlt man nun das

Potential U;; so, da83 Ui’j = gllt so erhalten wir wegen a\x\ = \XI
0
Fij = =55, Uil = x50)

In diesem Uj;; ist dann sowohl die Kraft F;; als auch Fj; enthalten.

Das Gesamtpotential ist nun einfach die Summe aus allen Einzelpotentialen. Bei den Potentialen der
Inneren Kréfte mufl man beachten, daf} jedes U;; zwei Kréfte beschreibt.

N N
U(I‘l,...7rN):ZUIEE)(I' Z Ukl(|rk—rl|)
k=1 kil=1
k<l
Probe: Ableiten sollte die Krifte liefern:
i} ou  oul® —r
m;r; = — = —t Z ! Ulz |I‘Z I‘l| Z | Uk?l |I‘]c I‘l|)

8ri 8ri |

Der erste Term kommt von U(®), die anderen beiden von Uy;. Und zwar sind im mittleren genau die
Summanden der Summe ), , beriicksichtigt, bei denen k = i ist, im letzten Term die, bei denen [ = ¢
gilt (alle anderen héngen nicht vo r; ab, fallen beim Ableiten also weg). Verwenden wir weiter U;; = Uy,
ergibt sich:

WS B ) = FO Y R
L= = — aUr — i) = ; i
or; — |r; — 1y it v

l1#14

Energiesatz

Bevor wir uns dem Energieerhaltungsatz zuwenden kénnen brauchen wir erst eine kurze Nebenrechnung:
N

d ou
@U(rla"'arl\/) ;arz

Das ist bereits die ganze Rechnung. Nun die Erklarung dazu: Wir wollen die totale Ableitung einer
Funktion mehrerer Verénderlicher ausrechnen:

LUGer, . en) = SO 0,00, 510, 2 (0) g ), 2 (1)
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Dazu brauchen wir die Kettenregel

iU(m z x z)—a—Ux +8—U'+ +8—Uz
dt 1,Y1,%1,---, TN, YN ZN _83:1 1 8y1y1 Ozn N

Verwenden wir jetzt noch symbolische Skalarprodukte, erhalten wir

U 4 U .
g _ %ﬁ : 1 N N %Il}] X N
a | 9 ol I W7 o
U z U Z
921 1 dzn N
oU ry
arq
oder, noch kiirzer:
AU~ U
dt pt or; "
Diese Formel und m;r; = —% brauchen wir in der néchsten Zeile:
d dm aU d
—T=— it = L0 — =—-—U
dt dtZZ:Qr Zm” T

Also gllt 5 (T'+U) = 0. Und dies ist die Energieerhaltung:

T+ U =const. = F

5.1.3 Lagrange Gleichungen und geschwindigkeitsabhidngige Potentiale

Wir haben inzwischen zwei Formen fiir die Lagrange-Gleichungen zweiter Art, die sich aber nur schreib-
technisch unterscheiden. Zum einen kénnen wir sie -wie bisher- fiir jede Koordinate einzeln niederschrei-
ben:

d OL oL
——— ——=0 firj=1,...,3N
dt 61‘] (91‘3' uJ ’ ’
oder wir verwenden die Schreibweise mit Ableitungen nach Vektoren:
d 0L 0L
— — =0 firi=1,...,N
dt or;  or; TS
Freilich bedeutet - dashelbe wie (ﬁ%, Bmf - 8263 ). Schreibt man also die zweite Form der Glei-

chungen komponentenwelse so erhélt man sofort die erste.

Manchmal 148t sich auch ein verallgemeinertes Potential fiir geschwindigkeitsabhingige Krifte
angeben:

Wir haben Krifte der Form
F; =F;(r;,1;,1)

Solange es ein U = U(ry,...,ry,F1,...,FN,t) gibt, fir das
oUu  doUu

F,=- T
ar; | di or,

gilt, bleibt die Form der Lagrange-2-Gleichungen erhalten®. Dies gilt auch fiir generalisierte Koordinaten.
(ohne Beweis)

IGanz normal: L = T — U und %W - gIL =0
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Beispiel : Ein Elektron im E und B Feld
Fiir unser Elektron gilt
F=¢E+r xB)
Wie Ihr im fiinften Semester erfahren werdet, gibt es ein Vektorfeld A = A(r,¢) und ein skalares Feld ® = ®(r, ),

so daB gilt

B = rotA E:—VCD—%
ot

Damit kénnen wir unser Potential hinschreiben:
U(r,t,t) = e®(r,t) — eA(r,t) -
Wie so oft besteht der Beweis aus Nachrechnen. Bei der folgenden Rechnung ist r = (21, 22, z3):

U daU 09 d d

832’1' % 892:1- B 763%’1' B exj%Aj * a(*eAi(rv t))
L0 (04 0A L 0A
- Ox; Y Ow;  Ox;tT ot
~—

=(EX(VxA)),;

0A .
= (—e (V@—i—E) +er><B)i

5.2 Das Zweikorperproblem

Nun wollen wir uns auf den Fall N = 2 konzentrieren. Wir hatten es schon beim Kepler-Problem mit
zwei Teilchen (naja, eher Sonne und Planet) zu tun. Damals haben wir stillschweigend angenommen,
daf die Sonne ruht. Nun wollen wir diese Annahme begriinden:

5.2.1 Reduzierung auf Einkérperproblem bei Abwesenheit duBerer Krafte

Bei Abwesendheit dulerer Kréfte hingt das Potential nur vom Betrag des Differenz-Vektors |r; — ro
ab?. Die Lagrange-Funktion lautet also
mi . ma .
L=—i4+ =2 - V(r; —ra)
2 2
Wir wahlen nun den Schwerpunkt als Ursprung unseres Koordinatensystems. Durch diese Translation
wird weder ry — ro noch r; gedndert, die Lagrange-Funktion dndert sich also auch nicht. Dann gilt

R = Maritmery (5.6)
mi1 + mo

Ferner fithren wir den Abstandsvektor ¥ = r; — ry ein. Aus (5.6) folgt

my - my - mp+mg
—I'9=—r =>r=r] —Iy=r]+—TI =>I=———"T7,
mao ma ma
also:
mo ~
r=———-r
mi —+ mo

2Hier offenbaren sich tiefe Zusammenhinge. Wiirde das Potential von den absoluten Koordinaten r; abhingen, so
wéren verschiedene Raumpunkte nicht gleichberechtigt. Die Homogenitit des Raumes wére verletzt. Wiirde der Diffe-
renzvektor eingehen und nicht nur der Betrag, so wiren verschiedene Richtungen nicht mehr gleichwertig. Die Isotropie
wéare verletzt.
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Analog geht
—my
rp=—-—t
my 4 ma

Setzen wir das alles in die Lagrangefunktion L ein, kann man t ausklammern und erhélt

1 2 2 A
L:2(m1 T )2)f2—v<|f>

(my + mg)? (mq + mqy

=

Den Ausdruck in der runden Klammer nennen wir reduzierte Masse. Er 148t sich weiter vereinfachen:

ma i mi mimsa 1 (5.7)
=mim — _ .
g Py +me)? T (my + ma)? my + mo mi1+miz
Die Lagrange-Funktio lautet somit
1 ., ~
L= gpr” = V(|F]) (5.8)

L ist also formal die Lagrange-Funktion eines fiktiven Teilchens mit der Masse p, das sich im Zentral-
potential V(|F]) bewegt.

Damit ist die Naherung die wir beim Keplerproblem verwendet haben, gerechtfertigt. Denn wegen
mg > mpg ist p = mpg. Ferner gilt fiir den Vektor Schwerpunkt-Sonne rg = mE"fm r ~ 0. Es ist

also auch gerechtfertigt, den Koordinatenursprung (und damit das Zentrum des onntials) in den
Sonnenmittelpunkt zu legen.

5.2.2 ZweikorperstoB3

Zwei Teilchen konnen sich entweder umkreisen (das hatten wir bereits) oder sie konnen sich stoflen -
das kommt jetzt.

FEin Stof} ist per definitionem eine Wechselwirkung in einem hinreichend kurzreichweitigen Potential.

Wir verwenden folgende Notationen:

mi, P1 Im Laborsystem heiflen die Geschwindigkeiten vor
- =< . bzw. nach dem Stof
% Pi ,
|

& bzw. it (i=1,2).

-
/
‘ /
SO //\ Im Schwerpunktsystem sind diese
%ﬂ ma, Ph r; bzw. .

Diese beiden Bezugssysteme bewegen sich gerade mit der Schwerpunktgeschwindigkeit R gegeneinander.
Also gilt

R=r,—1,=¢,—71, (5.9)
Aus der Impulserhaltung folgt im Laborsystem:

p1 + p2 = p} + ph = const.

Und im Schwerpunktsystem:
P1+P2=p) +pr=0
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Im Schwerpunktsystem gilt also

Die Energieerhaltung liefert

p;
— 2m;
1

und  p}j = -pj (5.10)
p;’
=Yg t@
Ps . A
= ﬁ +Q (5.11)

Q und Q sind die beim Stof verlorengehenden Bewegungsenergien. Da die verlorengegangene Energie

nicht vom Bezugssystem abhéingen darf, mufl Q)

= (@ gelten. Das ist eine Moglichkeit, unsere Rechnung

zu iiberpriifen. Ist Q@ # @, so ist irgendwas falsch. Also

mg

2

>

9
m;

G

2.5

2 _p?
- zZ: pZme) Z
(¢
{E+R)? - @+ R

¥+ miE - TR

=Q

Q

Die zweite Summe verschwindet,
Test bestanden.

Nun unterscheidet man folgende Fille:
@ = 0: elastischer Stof3
@ > 0: inelastischer Stof}

da im Schwerpunktsystem . mit;

=0

S, mirs = 0 gilt. Gliick gehabt,

@ < 0: Umwandlung von innerer Energie in thermische Energie, z.B. spontane Emission von Teilchen

in der Kernphysik.

Setzt man (5.10) in (5.11) ein, erhélt man

. . 2 .
P, (CP)’_ PG (B
2m, 2meo 2my 2mey
. . _ 1 _ .
oder mit der reduzierten Masse p = i e
=2 =2
b1 _ P
2u 2u +Q
Ersetzt man p; durch pso, so erhélt man analog
=2 =12
P2 P2
L === 4
2u 2p @

Also ist der Betrag von p; bestimmt:

Klassische Mechanik

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



52 KAPITEL 5: MECHANIK VON MASSENPUNKTSYSTEMEN

il = 1/P} — 20Q, i=1,2 (5.12)

Allerdings sind noch zwei Winkel unbestimmt, die nur aus weiteren Details des Stolprozesses ermittelt
werden kénnen.

Im Laborsystem sind dies der Winkel 6 zwischen den beiden davonsausenden Teilchen und die Orien-
tierung der Ebene, in der sich die Teilchen nach dem Stofi bewegen. Diese kann némlich gegeniiber der
"Einfallsebene’ um einen Winkel ¢ gedreht sein, Einfalls- und Ausfallsebene stimmen also im allgemeinen
nicht {iberein:

Im Schwerpunktsystem liegen ja p; und ps bzw. p}
und p4 auf einer Geraden. Unbestimmt ist hier der
Winkel 6 zwischen den beiden Geraden und die Lage
der durch diese beiden Geraden aufgespannten Ebe-
ne. Ds Bild zeigt nur die Ebene. Die Impulse nach
dem Stof§ sind kleiner als die zuvor, also geht bei
dem hier gezeigten Stofl Energie verloren: @ > 0.

5.2.3 Speazialfall: Ruhendes Target mit Q = 0

Nun wollen wir einen Spezialfall genauer diskutieren. Wie schon gesagt, kénnen wir zwar nicht die
genauen Richtungen der davonfliegenden Teilchen bestimmen, aber es lassen sich doch einige Aussagen
treffen. Die Hauptschwierigkeit liegt nicht in den Rechnungen, sondern bei den vielen verschiedenen
Variablen. 1 oder 2, Strich oder kein Strich, Tilde oder keine Tilde... Aber wenn man sich an den
Formeln festhilt, verliert man nicht den Uberblick.

Es sei also
pP1 =D, p2 = 0.
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Zuerst kommen einige jeweils einzeilige Rechnungen. Man vergesse nicht, dafl M = my + mq gilt. Fiir
den Schwerpunkt erhalten wir:

mity + mal'y mlr._
= ————— = 1
mi + meo M

/

Wegen (5.9) gilt miR = m, () — T,) = p} — p}. Damit ergibt sich

. ~ my -
p) =miR+p) = MP-H)& (5.13)
Die Impulserhaltung p = p} + p5 stellen wir um:
mi - mo -
p’2=p—p’1=p—(ﬁp+p’1>=ﬁp—p’1 (5.14)

Die Impulse nach dem Stof} sind also bis auf den Summanden p) festgelegt. Von diesen kennen wir
wegen (5.12) aber bereits die Linge. Es bleiben also zwei Freiheitsgrade iibrig -wie es sein sollte.

Aus (5.9) folgt 1 = T, + R. Das verwenden wir in der néchsten Zeile:

. 3 . 3 m . ~ m
p = mif; = my(f1 + R) = mqity + ﬁlMR =p1+ Mlp
Auflosen liefert hieraus:
M
P=—P1 (5.15)
ma
Wir setzen @ = 0 in (5.12) ein und verwenden (5.15):
. - m
Pl = [p1] = ﬁ p| (5.16)

Genug der Rechnungen; jetzt zeichnen wir ein richtig schones Impulsdiagramm.

Gut, gell? Jetzt die Erkldrungen dazu:

Das grofie Dreieck stellt die Impulserhaltung p = p} + p5 dar. In dieses Dreieck wurde jetzt noch die
Gleichung (5.14) eingezeichnet. Das ist noch ein Dreieck. p5 kommt in beiden Dreiecken vor, diese Seite
der Dreiecke stimmt also iiberein. Die zweite Seite des kleinen Dreiecks ist 72 p und ist parallel zu p -
der kleine Pfeil am rechten Ende von p. Damit ist dann natiirlich auch p) festgelegt. Von p| kennen
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wir aber die Lénge (siehe (5.16)). Also mufl die Spitze von p} auf dem gestrichelten Kreis liegen, der
gerade durch die Spitze von §2p geht. Das bedeutet, dafl auch die Spitze von p} auf diesem Kreis liegt
(!). 5 p schlieBlich erhalten wir durch Subtraktion p — F2p.

Jetzt fehlen nur noch die Winkel. ¥ ist schlicht und einfach der Winkel zwischen Einfalls- und Ausfalls-
richtung des Teilchens 1. 1 ist der Winkel zwischen p; und p}. Und wegen (5.15) gilt gerade p; = T2p.
z und y brauchen wir gleich:

Jetzt leiten wir eine Beziehung zwischen ¢ und ¥ her. Es gilt

x = |p}|sind, y = |p}| cos?
Damit haben wir
T sin 9
S TR cosd ¢y P
M COSU A 17

Der zweite Summand im Nenner ist so wichtig, dal wir ihm den Namen ~ geben wollen. Er 148t sich
mit (5.16) auch noch vereinfachen:

yo Pl M
M|f)/1| Mm2 mo

Ergo

tany) = ——— (5.17)
Fallunterscheidung

a.) my >mg:y>1

Wir haben immer noch die Beziehung
- mo mq
= — < —

Bl = 5 Ipl < 5/ Pl

Das heif3t, der Kreis schneidet die Grundlinie zweimal.

Da die Spitze von p} auf der Kreislinie liegt, gibt es einen
maximalen Streuwinkel ¢,,,,,, den man aus dem eingezeich-
neten rechtwinkligen Dreieck berechnen kann:

, .
. P m 1 zwel pj
Sin Ymaz = Jh 1| 2 _ -

SHpl omi oy

Die physikalische Konsequenz hieraus ist: Es existiert nur Vorwértsstreuung (des einfallenden
Teilchens) in einem Kegel mit dem Offnungswinkel 4,4,

Weiterhin gibt’s zu jedem ¢ < ¥y,q, zwei Paare pf, pj.
b.) ma >my:y <1 ==

Jetzt ist der Kreisdurchmesser grofler als die Grundlinie: , \

~ mo miq
= — > -
Bl = 5Pl > 5Pl

Alle Streuwinkel sind moglich.
Man beschrifte das Diagramm selbst! \ I
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c.) my=mg,v=1

Nun ist der Durchmesser des Kreises gleich der Grundlinie
p. Wir erhalten also ein rechtwinkliges Dreieck, ganz wie in
der Schule, so Thaleskreis und so. Unsere Teilchen fliegen
also stets im Winkel von 90° = 5 auseinander.

Die einzige Ausnahme bildet der ZentralstofS. Wenn 9 = 7
ist, dann erhalten wir p, = p; und pj = 0. Die beiden
Teilchen tauschen also ihre Rolle.

5.2.4 Energietransfer bei ruhendem Target mit () =0

Nun untersuchen wir, wieviel Energie auf das ruhende Teilchen iibertragen wird, eine Frage, die beson-
ders bei Teilchenbeschleunigern interessiert.

Vor dem Stof sind die kinetischen Energien T'=T; = % und 7o = 0.

Nach dem Stof gilt

Pl P
T=T +Ty= +
! + 2 le 2m2
Unter Energietransfer verstehen wir
Ty
n:= T
1

also den Bruchteil der gesamten kinetischen Energie, der vom Teilchen 1 auf das Teilchen 2 iibertragen
wird.

Den wollen wir jetzt ausrechenen. Dazu verwenden wir zuerst (5.14):

72
m1 Py
n=_—"—>
ma p
N2
_m (3P —P1)”
mo p2
:mi mig 2_2@ 5 + b2
ma p2 2P 27 PP1 T P1
_mu (m3 _ mapl[pi|cosi  [BYI?
mg \M?> "M |p|? p|?

Und nun weiter mit (5.16):

_m (m% — —Qm% cos V) + m%)

my \ M2 M? M?2
mimeo ~
=2 Ve (1 —cos?)

n= 2%(1 — cos )

Der Energietransfer ist also maximal beim Zentralstof3 ¥ = 7. Dann gilt

_ 4m1m2 _ 4m1m2
N ]\42 (m1 —+ m2)2 ’
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Es gilt stets 7 < 1, denn aus der zweifellos wahren Ungleichung 0 < (m; — mz)? folgt durch Addition
von 4mime:
4m1m2 S (m1 +m2)2.

n = 1 ist nur fiir den Zentralstof3 bei m; = ms erfiillt.

Fiir Umwandlungen steht im Schwerpunktsystem bestenfalls die dort vorhandene kinetische Energie zur
Verfiigung. Diese ist

-2 - /2 -2 - /2
P P P1 P

ma\ 2 1 1 2 mm3 [ 1 1 m
+ =Ly =<*2> p’ + R e ey
le 2m2 2m1 2m2 M 2m1 2m2 le ]\42 mq mo M

Denn es gilt pj = —p5, und immer noch (5.16).

T+ Ty =

Es ist daher nicht zweckméfig, mit einem schweren Teilchen auf ein leichtes zu schieflen. Einfach des-
wegen, weil dabei kaum Energie frei wird.

Fiir m; = mo steht die Hélfte der Laborenergie fiir Umwandlungen zur Verfiigung.

5.3 Der Streuquerschnitt

Wir wollen uns auf kugelsymmetrische Potentiale beschréinken. Dann muf3 eine Rotationssymmetrie bzgl.
der Achse des einfallenden Strahles vorhanden sein. Die Teilchen, die im kreisférmigen Querschnitt do
einfallen, werden in den Raumwinkel df) gestreut.

Der Stofiparameter b ist diejenige Strecke, um die das Teilchen das Target bei kriftefreiem Flug verfehlen
wiirde.

Die Anzahl dN der pro Zeiteinheit in den Raumwinkel d) gestreuten Teilchen ist nicht zur Charakteri-
sierung des Streuprozesses geeignet, da dieses dN proportional der einfallenden Teilchenstromdichte n
ist. Deswegen normiert man durch Division durch n. So erhilt man den Streuquerschnitt do:

do — dN Anzahl Teilchen, die pro Sekunde in df2 gestreut werden do 40
~n Angzahl Teilchen, die pro Sekunde und m? einfallen ~ dQ

% heifit differentieller Wirkungsquerschnitt.
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Ganz wichtig, da haufig im Vordiplom gefragt:
do hat die Dimension einer Fliche!

Wenn die Teilchen gleichméfBig einfallen, werden genau soviele Teilchen in den Bereich df2 gestreut, wie
auf der Fldche do einfallen.

Wie man der Skizze entnehmen kann, gilt

do = 2mbdb

und

dQ) = 2w sinf do

Daraus ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt zu

(5.18)

o __ bbb |
dQ~  sinf6df  sin6 |df

Das ,—’ Zeichen ist erforderlich, da sich b und 6 gegenliufig indern. Wird b grofler, d.h. db > 0, dann
wird 6 i. a. kleiner (weit entfernte Teilchen werden weniger beeinflufit als nahe), d.h df < 0. Da aber
do und 3—6 stets positiv sein miissen (die Anzahl der gestreuten Teilchen ist niemals negativ) benétigt
man das ,—’ oder Betragstriche.

Der totale Wirkungsquerschnitt ist
do
ot = | ==dQ
Thot / 0

Alle Teilchen, die innerhalb der Fliche o, ankommen, werden gestreut. Bei einem Festkorper, an dem
unsere Teilchen abprallen, ist gewohnlich oy, gleich der Querschnittsfliche.

5.4 Streuung am Zentralkraftfeld

Im Fall der AbstoBung befindet sich das Zentrum unseres Zentralkraftfeldes auf der rechten Seite. Das
gestreute Teilchen iiberstreicht also bei seiner Bewegung von 7,,;, nach oo den Winkel A¢g.

Wir haben bereits im Kapitel iiber das Keplerproblem vorgearbeitet und kénnen direkt Formel (2.19)
von Seite 18 verwenden: I - o
Ap = 0 r

\ 2M Tmin T/2 V E - ‘/eff(,r/)

(Im Fall der Anziehung befindet sich das Zentrum links ,,innerhalb” der Kurve; das Teilchen iiberstreicht
also den Winkel m—A¢. Dementsprechend mufl man dann in der letzten Zeile A¢ durch m— A ersetzen.)
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Damit ergibt sich eine Ablenkung unseres Teilchens um den Winkel
2L0 > dr’

O=71—-20¢p=m—
¢ V20 Sy 7/ E = Vepp (1)

5.4.1 Beispiel: Die Rutherford-Streuung

Beim guten alten Rutherford wurden a-Teilchen an Z-fach positiv geladenen Kernen gestreut.

Wir betrachten einen sehr schweren Kern, so dafl wir ihn als ruhend annehmen koénnen. Wenn nicht
miiiten wir mit der reduzierten Masse rechnen und Schwerpunktkoodinaten verwenden.

Sind ¢; und ¢o die Ladungen von stoflendem und ruhendem Teilchen, ergibt sich das Potential gemaf
Coulomb zu

L g2k

Vi(r)

- dreg T 1

Es handelt sich also um das Kepler-Problem. Allerdings miifit Thr beachten, dafl k jetzt auch negativ sein
kann. k ist negativ, wenn ¢; und ¢, gleiches Vorzeichen haben, sich die beiden Teilchen also abstofien.
Das ist bei der Rutherford-Streuung der Fall. Dann wird nach Gleichung (2.23) auf Seite 21 auch p
negativ. Da das Streuteilchen aus dem Unendlichen kommt, ist £ > 0 wir erhalten also Hyperbelbahnen
mit e > 1:

. —lpl
1+ecos¢

Zunichst wollen wir den Winkel © berechnen. Dazu driicken wir zunéchst die Exzentritzitit e durch ©
aus. Da wir aber € schon aus dem Kepler-Problem kennen, kénnen wir so © berechnen.

An der Skizze erkennt man, daf ¢ zwischen den beiden Grenzwinkeln ¢4 o liegen muf}, d.h. ¢; < ¢ < @2,
wobei fiir diese Grenzwinkel 1 + ecos ¢ 2 = 0 gilt.

Weiterhin sieht man, dal ¢1 — 7 =7 — ¢o und ¢ — ¢ = 7w — O gilt. Aus diesen Gleichungen folgt nun

| @

™
¢2:§+

Und damit weiter

1 0 (C)
= COS 2 = COs F; = —sin; (5.19)

Andererseits kennen wir € bereits, ndmlich aus Formel (2.23) auf Seite 21:

212E

e=1/1+ .
mk2
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Wegen Lo = mbuy, und E = 22 gilt

m
2

2
2L2F = 2m2b*: E = 4bz%v§OE = 4PmE2.

Damit wird € zu

402 E2
e=\ I+t —=
K
Setzt man dies in (5.19) ein, erhélt man
402 E2
—F= =1\/1+ 5.20
sin K2 (5:20)

Schon! Wir haben eine Gleichung zwischen b und ©. Was wollten wir eigentlich haben? Den Wirkungs-
querschnitt! Man erinnere sich an (5.18) und die Zeilen zuvor. Dort war do = 27wbdb und d? hing von
© ab. In (5.20) fehlen die Differentiale, aber wir konnten ja einfach differenzieren. Ja, und wenn wir vor
dem Differenzieren nach b? aufgeldst hitten, stiinde ja schon ein bdb dal

Genau das kommt jetzt. Auflgsen von (5.20) liefert

o (L
~4E? \sin® ©

Zb@ _ K2 cos g
de 4E2 singg

Leiten wir nun nach © ab:

Dividiert man nun durch 2sin ©® und beriicksichtigt sin ©® = 2sin % cos %, so erhélt man

b db  K? cos g . R? 1
sin®dO ~ 8F2gind gsinG) " 16E2 sin? %

Abgesehen davon, dafl wir grofle ©’s statt kleiner 6’s verwendet haben, steht genau die Definition (5.18)
vom Wirkungsquerschnitt da, wir erhalten die Rutherfordsche Streuformel:

do _ (i)Q L
dS) T \4F sin4%)

Wir haben hier der Eleganz halber die Rechnung in einer ungewthnlichen Richtung gebracht. In der
Praxis fingt man mit (5.18) an uns setzt nach und nach ein.

Anmerkungen:

Der totale Wirkungsquerschnitt divergiert, da die Abschirmung der Kernladung nicht beriicksichtigt
wird, die bei grofem b und kleinem © wichtig wird.

Die Rutherford’sche Formel ist unabhéngig vom Vorzeichen von k.
Man erhélt dieselbe Formel wenn man die Berechnung mit ¢; statt mit ¢, beginnt.

Die Rutherford’sche Formel wurde im Schwerpunktsystem abgeleitet. Bei schweren Targets ist sie auch
angendhert im Laborsystem giiltig; sonst mufl auf das Laborsystem umgerechnet werden.
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6.1 Vorbemerkungen

Gegeben sei folgendes Potential:

V(q)
2 /
U
ool
N4

q

Die Punkte 1 bis 5 sind Gleichgewichtspunkte, befindet sich das System an einem dieser Punkte und ist
die Geschwindigkeit ¢ gleich Null, so wird das System in Ruhe bleiben. Diese Punkte haben allerdings

verschiedene Eingenschaften:

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth

Klassische Mechanik



6.1 Vorbemerkungen 61

e An den Punkten 1 und 3 herrscht stabiles Gleichgewicht. Lenkt man das System ein wenig aus der
Ruhelage aus, wird es dorthin zuriickkehren.

e An den Punkten 2 und 4 ist das Gleichgewicht labil. Lenkt man dort das System etwas aus, wird
es sich sehr weit von diesen Punkten entfernen -,,es rutscht ins Tal”.

e Lenkt man das System schlieflich aus der Lage 5 etwas aus, so wird es einfach in der neuen Lage
liegen bleiben. Es bewegt sich nicht zuriick und auch nicht weiter weg. Ein solches Gleichgewicht
nennt man indifferent.

Beim stabilen Gleichgewicht kommt das System natiirlich nur dann zur Ruhe wenn es z.B. durch Reibung
gebremst wird. Sonst wird es sich {iber den Gleichgewichtspunkt hinaus bewegen und wieder umkehren.
Es schwingt.

Nun werden wir Schwingungen untersuchen. Die Anzahl der Dimensionen und die Anzahl und Art der
Schwingungen sind nicht wichtig fiir die Behandlung von Schwingungen. Denn wir beginnen mit der
Lagrangefunktion, die ja bis auf die Anzahl der generalisierten Koordinaten immer gleich ausschaut.

Gegeben sei ein holonom-skeronomes System mit s Freiheitsgraden. Dann héngt die Lagrange-Funktion
nicht von der Zeit ab, wenn ¢; (i = 1,...,s) die generalisierten Koordinaten sind, hat die Lagrange-
Funktion L die Form':

S

. 1 .
L=Lqa = _Zl aij(a)d:g; — V(a)
i,j=
Gleichgewichtspunkte q(®) des Systems besitzen die Eigenschaft, da in ihnen das System nicht von
alleine in Bewegung kommt, wenn es dort ruht. In einem solchen Punkt gilt also: ¢(t) = 0 und q(t) = q(?).
Dies stellt einen Spezialfall dar, der die Lagrangeschen Gleichungen

daT-V) AT-V)

= fii =1,...
FTAETS Em 0 ir ) yeeey S

16sen muf}. Da sich das System nicht bewegt, gilt 7" = 0 und damit auch % = 0. Weiterhin hiangt V'

nicht von den ¢; ab, es gilt also g—(‘; = 0. Die Lagrange-Gleichungen vereinfachen sich also zu

oV
dq; q=q(©®

=0 fiir i=1,...,s. (6.1)

Gleichgewichtspunkte zeichnen sich also dadurch aus, dafl in ihnen das Potential eine waagrechte Tan-
gente besitzt bzw. dal dort gradV = 0 gilt.

Die Dynamik vieler physikalischer Systeme spielt sich in der Néhe eines Gleichgewichtspunktes ab, zum
Beispiel Kristalle, Pendel, elektrische Schwingkreise, Molekiilschwingungen. Es lohnt sich also, diesen
genauer zu betrachten.

6.1.1 Linearisierung der Lagrange-Gleichungen

Als néchstes werden wir die Lagrange-Gleichungen linearisieren. Dazu entwickeln wir das Potential und
die kinetische Energie in Taylor-Reihen um einen Gleichgewichtspunkt.

In der Umgebung des Gleichgewichtspunktes kénnen wir neue Koordinaten &; gemé&f
0
G =q" +&

einfithren. £ ist also die Auslenkung des Systems aus der Gleichgewichtslage q(?). Taylor-Entwicklung
der Potentialfunktion V(q) um diese Gleichgewichtslage ergibt

IDie Herleitung dieses Ausdrucks fiir die kinetische Energie findet man auf Seite 111 in Formel (8.11).
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S

ov
Vigi,...,qs) = V(qf)),...,q;’) +Z 90

&¢&; +O(l&l)

Z@ aqj

=0 KU

a= q“’) a=q©®

=V(q?) + % Z K68+ O(€P)

ij=1

Da der Nullpunkt des Potentials frei wéhlbar ist, legen wir ihn in die Gleichgewichtslage, setzen also
V(q(o)) = 0. Die Terme dritter und hoherer Ordnung konnen vernachléssigt werden, wenn man nur
kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage betrachtet (harmonische Ndherung). Damit erhalten
wir fiir das Potential V' die quadratische Form

1 S
=3 > Kij&ig (6.2)
ij=1
oder in Matrixschreibweise?:
L7
— 3€7Ke (6.3)
mit der Abkiirzung?3
0%V
K;; = . 6.4
Y 8q;0q; (6.4)

Ubrigens: Wenn V' ein Minimum hat, heifit das nichts anderes als da8 die rechte Seite von (6.3) echt
grofer Null ist, sobald auch nur ein &; # 0 ist. Also ist dann die Matrix K positiv-definit.

(0))

Wegen ¢; = &; (die beiden unterscheiden sich nur durch die Kostante ¢; ) gilt fiir die kinetische Energie

S

1 ..
T(a,q) = 5 Zl aij(@"”) &&5 + O(I¢P)
R v/

Auch hier koénnen die Terme dritter und héherer Ordnung in der N#herung fiir kleine Schwingungen
vernachléssigt werden. Somit erhalten wir

1 & ..
=3 > M;éid; (6.5)
i,j=1
bzw.
1.7 .
T = 55 Mg (6.6)
wobel
9°T
i T . a. (6-7)
aQia%' q=q(©®

Da T nie negativ ist und echt positiv wird, sobald auch nur ein & = ( ist, ist die quadratische Form in
(6.6) positiv-definit (und damit auch die Matrix M).

2Die Transponiert-T’s sind in diesem Skript nicht immer geschrieben! Also nicht wundern, wenn mal eins fehlt.
3K ist iibrigens die vielleicht noch aus Mathe II bekannte Hesse-Matriz des Potentials V.
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So, wir haben jetzt unsere Lagrange-Funktion auf quadratische Terme reduziert:

S

1 .. 1. . 1
L= Y (M6t — Kijéit;) = SEME — SEKE

ij=1

Setzen wir diese Funktion in die Lagrange-Gleichungen

doL oL _

ein, erhalten wir

S

Z(waj—f—[(”f]) =0 fiir 1= 1,78

j=1

(6.9)

Dies ist ein System linearer, homogener Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koef-

fizienten. In Matrixschreibweise schaut’s so aus:

ME + K€ = 0

Und ausgeschrieben:

M€y + Moo + ...+ Mi&s + Kby + ...+ K16, =0
Mo €y + Maoby + ...+ Mooy + Koi€y + ...+ Koy =0

Mslél + MsQéQ + ...+ Mssés + Kslfl +...+ Kssgs =0

(6.10)

Beispiel 1: Zwei gekoppelte Oszillatoren

Wir betrachten ein System von 2 Massenpunkten der Masse m, die jeweils iiber eine Feder mit der Federkonstanten
k an eine Wand und {iber eine Feder mit der Federkonstanten k12 aneinander gekoppelt sind. Als Bewegungsrichtung

sei nur die z-Richtung zugelassen, das System besitzt also zwei Freiheitsgrade.

entspannt sind.

T = Jm(é +8)

V= Sh(E + ) + phiaE — &)

L= im(@+&) - LM+ &) - Lhnte - ey

Nach (6.4) und (6.7) gilt fiir die Matrizen K und M

K — E+ki —ki2
—k12 k+ k12

=3 2)

aus der jeweiligen Gleichgewichtslage qio) bzw. gs
Die Absténde zwischen den Massen und den Wanden
seien gerade so bemessen, daB in Ruhe alle Federn

&1 sei die Auslenkung der Masse 1, &2 die der Masse 2

(0)
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Nun kénnen wir V' bzw. T" wie in (6.3) bzw. (6.6) formulieren:
1 k+ k12 —ki2 &
V=
2(51 §2) ( —ki2  k+ k’12> (§2>

1,. . m 0 51
T=- >
3 (&1 &) (0 m) (€2>
Die entsprechenden Lagrangeschen Gleichungen 2. Art liefern uns ein System von 2 gekoppelten Differentialgleichun-
gen:

ME+KE=0
oder einzeln )
m&1 +(k + ki2) &1 —k12& =0
mé&s —ki2& H(k+ki2)&=0

(Losen werden wir diese Gleichungen spater.)

6.2 Eigenfrequenzen und Normalschwingungen

Da zweite partielle Ableitungen vertauschbar sind?, erfiillen die GréBen M;; und K;; die Relationen

M;; = My, (6.11)
Kij = K, (6.12)

Fiir die gesuchte Losung € = (&1,...,&s) soll nach (6.10) gelten

ME +KE=0 (6.13)

Da es sich hierbei um eine harmonische Schwingung handelt, 16sen wir das Gleichungssystem mit dem
komplexen Ansatz. Setzt man

€ =vet (6.14)

in (6.13) ein, erhélt man
Kv — w?Mv =0 (6.15)
Gleichung (6.15) ist ein System von s linearen, homogenen Gleichungen fiir v = (v1,...,vs). Es ist nur

dann mit v # 0 16sbar, wenn die Determinante verschwindet:

det |K — w?M| =0 (6.16)

Diese sogenannte Sikulargleichung (6.16) liefert ein Polynom s-ten Grades in w?. Es gibt daher s ver-
schiedene w?, die Nullstellen dieses Polynoms sind und die Siikulargleichung 16sen. Man bezeichnet diese
w2 als Eigenfrequenzen des Systems. Eingesetzt in (6.15) ergeben sich daraus die dazu gehorenden Ei-
genvektoren v,. Diese Eigenvektoren und -frequenzen sind jedoch nicht identisch mit denen, die an in
der Linearen Algebra kennenlernt. Dort tritt statt der Matrix M die Einheitsmatrix E auf.

4Die zweiten partiellen Ableitungen miissen auch noch stetig sein, aber wir beschéftigen uns zum Gliick nur mit netten
Funktionen, fiir die das eh gilt.
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Beispiel 1: Zwei gekoppelte Oszillatoren

Wir wollen nun unser Beispiel fortsetzen und die Eigenfrequenzen bestimmen. Dazu setzen wir die Sdkulargleichung
(6.16) an:
" k 4+ k12 — mw2 —k12

de —k12 k4 k1o — mw2

Sie fiihrt uns auf ein Polynom 2. Grades in w?
miw* — 2m(k + ki2)w® + 2kkia + k> =0

mit den beiden Ldsungen

2 k
W], = —
m
2 k+2ki2
Wy = —————
m

Fortsetzung folgt...

Man® kann zeigen:

e Da K, M symmetrische Matrizen sind, sind alle Eigenfrequenzen w, reell.

e Falls aKa > 0 fiir a # 0 gilt, so folgt w2 > 0 fira=1,..., s. Wegen (6.4) sind also die w, genau
dann reell, wenn V ein Minimum besitzt. Wegen £(t) = v,e™? bleibt genau dann &€ beschrinkt.
Minima von V(q) entsprechen also stabilen Gleichgewichtslagen.

e Die Eigenvektoren v, konnen reell gewéhlt werden.

e Die reellen Eigenvektoren sind linear unabhéngig und bilden eine Basis im s-dimensionalen Orts-
raum® (Eigenraum).

Da die Vektoren v, zwar in ihrer Richtung, nicht aber in ihrem Betrag festgelegt sind, normiert man
sie derart, daf}

viMve =1 (6.17)
gilt”. Damit gilt im allgemeinen:

VoMV = 6,5. (6.18)

Diese Eigenschaft der Eigenvektoren heifit verallgemeinerte Orthogonalitdit. Sie sei kurz vorgerechnet:

Ersetzt man in (6.15) v durch v® und multipliziert mit v*, erhilt man
VAKv® = w2vPMve (6.19)
Man kann natiirlich genausogut vg einsetzen und dann mit v multiplizieren:

vOKv? = w%VO‘MVﬁ (6.20)

5Siehe zum Beispiel Landau-Lifschitz, Mechanik, §23.
6Das werden wir gleich beweisen.
"Physiker schenken sich manchmal die Transponiert-Zeichen. Eigentlich sollte diese Gleichung

(vO)TMve =1

lauten. Als Eselsbriicke mag dienen, dafl Vektoren, die vor einer Matrix stehen, transponiert sind.
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Da K symmetrisch ist, gilt
S
vAKv® = Z Kijvaf = Z Kjiv;»’“vf = voKv”
1,j=1 3,j=1
M ist auch symmetrisch, also gilt ebenfalls:
vIMv® = vOMv#?

Das kann man in (6.19) einsetzen
voKv? = w2veMvP (6.21)

Und nun subtrahieren wir (6.20) von (6.21):

0= (w? - w?,)v“l\/lvﬁ

Ist nun « # 3, so ist meistens auch w, # wg. Wir diirfen dividieren und erhalten v®*Mv#” = 0. Damit
ist (6.18) bewiesen®. Denn v®Mv® = 1 hatten wir ja schon durch Normieren erreicht.

Nun kann man zeigen, daf3 die v® linear unabhéngig sind, denn aus
> kav® =0
a=1

folgt durch Multiplikation von rechts mit Mv*? sofort

ks =0,

Wir haben also s linear unabhéingige Vektoren in einem s-dimensionalen Vektorraum, also bilden die
v® eine Basis des Ortsraums.

Beispiel 1: Zwei gekoppelte Oszillatoren

Bestimmen wir nun die Eigenvektoren unseres Systems. Wir miissen dazu nur die Eigenfrequenzen w$ und w3 in (6.17)

einsetzen, also fiir w?:
k+ki2 —ki2 vi _k(m 0 vi _0
—ki2  k+ki2) \v] m\0 m) \v)]

(k + k12)’l)} — kmv% — k"U} =0
—kiov] + (k4 k12)vs —kvi =0

oder

. 1 1
hieraus folgt V] = Uy

Die Richtung von v liegt nun fest, wir miissen ihn nur noch nach (6.17) normieren. Wegen

Tag 1 1 1y (m 0 vi 182
v Mv' = (vy v1) (0 m) <U%> =2m (vl)
erhalten wir:

1 (1
v—\/%1

8Sind die beiden Eigenfrequenzen gleich (man spricht dann von Entartung), so sind die Richtungen der dazugehérigen
Eigenvektoren nicht eindeutig festgelegt. Diese kann man dann so wihlen, da v@Mv? = 0 gilt.
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Fiir w? erhalten wir analog v? = —vZ und damit

Hat man nun die Eigenfrequenz w, und den dazu gehorigen Eigenvektor v® bestimmt, ergibt sich nach
(6.14) die Eigenschwingung

(1) = voeiet

Unsere Losungen fiir w, hatten stets die Form w? = .... Also ist auch —w, eine Losung”. Wir haben
also 2s linear unabhiingige Losungen unserer Gleichung gefunden. Da der Losungsraum eines linearen,
s-dimensionalen Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung die Dimension 2s hat, haben wir damit

die allgemeine Losung gefunden:

S

£(t) =) (Aae™" 4 Bae ™ t) v (6.22)

a=1

Na(t)

Diese allgemeine Losung erfiillt beliebige Anfangsbedingungen, da die v®’s eine orthonormale Basis im
Konfigurationsraum darstellen. 7, (t) bezeichnet man als Normalkoordinaten, da sie sich auf den von
den Eigenvektoren aufgespannten Eigenraum beziehen.

Ubrigens sollte man in (6.22) die Konstanten so bestimmen, daf £(¢) reell wird. Oder man nimmt einfach
den Realteil. Wer dieses Rumgeschiebe von e-Funktionen und Realteilen nicht mag, kann natiirlich auch
gleich den reellen Ansatz verwenden:

S

&) = Z ([la sinwgyt + By, cos wat) ve (6.23)

a=1

Damit man ein wenig Land sieht: In der Praxis bestimmt man einfach die w® aus er Sékulargleichung
(6.16), rechnet sich die dazugehorigen v* aus (Normieren nicht vergessen), und setzt die Losung als
Linearkombination dieser Vektoren an.

6.2.1 Lagrange-Funktion in Eigenkoordinaten

Jetzt vergessen wir mal fiir einen Moment, dafl wir die allgemeine Losung von (6.10) bereits kennen,
und leiten uns die Lagrange-Funktion und die Bewegungsgleichungen in Normalkoordinaten her. Dabei
werden wir dann sehen, was wir eigentlich durch diese Normalkoordinaten gewonnen haben. Schreiben
wir also vorige Gleichung nochmals in Kurzform:

£(t) = nalt)v® (6.24)

Wir definieren nun eine Matrix V, die die Eigenvektoren v® als Spalten enthiilt, also V = (v!, ... v®),

und 7 als Spaltenvektor mit den 7,’s als Komponenten. Dann geht die Summe in (6.24) in eine Matri-
zenmultiplikation iiber:

&(t) = V(1) (6.25)

Da die v linear unabhéingig sind, ist V invertierbar. Wir erhalten somit eine lineare, bijektive Abbildung
n < & = Vn, also (auf physikalisch) eine Koordinatentransformation.

9Eine andere Sichtweise ist diese: Die Bewegungsgleichung enthélt nur reelle Koeffizienten. Dann ist mit jeder komplexen
Losung et auch die dazu konjugiert komplexe e~ *? eine Losung.

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



68 KAPITEL 6: SCHWINGUNGEN

Die transformierte Lagrange-Funktion erhalten wir, indem wir (6.24) in Gleichung (6.8) einsetzen:

~
|
I

(e (S ) 3 (e (v
a=1 B=1 a=1 B=1

S S
.. 1
E nanng‘Mvﬁ ~3 g nan@v“Kvﬁ
a,B=1 a,f=1

N =

Mit v*Mv? = 6,5 und KvP = w%Mvﬁ (Gleichung (6.19)) folgt weiter

1 s o 1 s .
=5 Z NaNgdas — B Z w%nanﬂv Mv?
a,B=1 a,f=1

e, 1
L= 5 Z o = B Z Wina (6.26)
a=1 a=1

Die neue Lagrange-Funktion hat wieder die Form von (6.8), wobei die Matrizen M und K jetzt jedoch
diagonal sind.

Die Lagrange-Gleichungen lauten nun
fio + W2 = 0 fira=1,...,s (6.27)
Bei Verwendung von Normalkoordinaten entkoppeln also die Bewegungsgleichungen.

Die Bewegungsgleichungen kann man auch ohne den (Um-)Weg iiber die Lagrange-Funktion gewinnen:
Wir kennen bereits die allgemeine Losung (6.22) der Differentialgleichung (6.10). Wenn wir sie einsetzen
und (6.19) verwenden, erhalten wir

i HaMv® + i winaMv® =0,
a=1 a=1

also
M {Z (na +W§7la) va} =0.
a=1

M hat maximalen Rang!?; also muf die geschweifte Klammer verschwinden. Da die v,, linear unabhéngig
sind!!, folgt sofort Gleichung (6.27).

Beispiel 1: Zwei gekoppelte Oszillatoren

Wir haben bereits v = \/% (1) und v2 = J;W (_11) mit den zugehdrigen Eigenfrequenzen w? = % und

w3 = 2812 hectimmt.
m

Wir kénnen nun die allgemeine Losung hinschreiben:

£(t) = (Aewlt + Beii“’lt) vt (Ceiwt + De*iwzt) V2

10Das folgt z.B. aus der positiven Definitheit von M.
1 Hjer geht dann v*MvF = dop ein; man braucht also auch hier die Orthonormalitét.
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Diese ist jedoch unpraktisch. Es ist geschickter, die Normalkoordinaten zu verwenden. Mit der Variablentransformation

£(t) =mt)v' +m2(t)v?,
<2):VEE(D*\E%(3J (6.28)

wird die Lagrange-Funktion in Normalkoordinaten nach (6.26) zu

. . 1/k k + 2k
(7% +193) — 3 (*nf + 712775) ,
m m

L=

N =

die Lagrange-Gleichungen lauten nun

.. k

m “Faﬁl =0
L ken (6.29)
2 T UP

Wir berechnen noch die Losung fiir die Anfangsbedingungen
£1(0) =0, £(0) = a, £&(0) =0, £&(0) =0.
Das geht am schnellsten, wenn wir die Normalkoordinaten ausniitzen. Umkehren von (6.28) liefert
my_ /m &+ &
12 V2 \&—¢&
Also
m@)\ _ /m(a m(0) _ [m (0
n2(0) 2 \—a)’ 72(0) 2 \0

Die Ldsung von (6.29) mit diesen Anfangsbedingungen lautet

m(t) = a4/ % coswit, n2(t) = —ay/ % cos wat.

Das setzen wir wieder in (6.28) ein und fiihren gleich noch A = 2a,/% ein:

A _

&1 = = (coswit — coswat) = Asin w2 Wlt‘sin w2+wlt
2 2 2
A _

& = i(coswlt + coswat) = Acos w2 5 DLt cos 22 ;wlt

Fiir w1 & wa, d.h. k12 < k, schwingen die Oszillatoren mit der mittleren Frequenz 1 (w1 +w2) und mit einer sich sehr

langsam dndernden Amplitude A sin (“25%t) bzw. A cos (“25%1t). Dieses An- und Abschwellen der Amplitude, das

durch Schwingungsiiberlagerung zustandekommt, nennt man Schwebung.

Diese hangt natiirlich von unseren Anfangsbedingungen ab: Zuerst ist Masse 2 ausgelenkt und Masse 1 ruht. Wir
lassen los - Masse 2 schwingt. Durch die Feder k12 wird nun langsam die Schwingungsenergie auf Masse 1 iibertragen,
bis schlieBlich Masse 2 ruht und nur noch Masse 1 schwingt. Nun wird die Energie wieder auf Masse 2 iibertragen
und so fort und so fort.
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6.3 Einfache Schwingungen

6.3.1 Harmonischer Oszillator

Die Grundeigenschaft eines harmonischen Oszillators ist die Proportionalitét
zwischen Kraft und Auslenkung. Meist wird er durch eine Masse m an einer Fe-
der mit der Federkonstanten k veranschaulicht, die in einer Richtung schwingen
kann. Sei g die generalisierte Koordinate, gy die Ruhelage und x die Auslenkung
aus der Ruhelage (z = ¢ — qo).

% Wir haben
mg = F(q) = k(g — qo)

Das ist mit der Variablen z gleichbedeutend zu

2

mi = —kx oder i+wir=0 mit w” = (6.30)

k
m
Die allg. Losung dieser Gleichung kann man auf verschiedene Art darstellen:

r = acoswt + bsinwt = Ae"" + Be ™! = C'sin(wt + ¢)

a,b, A, B, C, p sind die Integrationskonstanten. Das Bequemste fiir uns ist die erste Moglichkeit. Wéhlen
wir ¢ und b so, da8 fiir ¢ = 0 die Anfangsbedingungen x(0) = a und #(0) = wb erfiillt sind, so haben wir

r = acoswt + bsinwt (6.31)
Aus (6.30) folgt durch Multiplikation mit 2i:

27 + 2w?ix =0
d
a(a‘:Z + w2x2) =0
= 1% + w?x? = const.

Dies ist eine Ellipsengleichung. Die Konstante const. ergibt sich aus den Anfangsbedingungen. Setzten
wir  und ¢ aus Gleichung (6.31) ein, erhalten wir:

i? + w?z? = (—awsinwt + bw cos wt)? + w? (acoswt + bsinwt)® = w?(a® + b°) (6.32)

T

Im sog. Phasenraum beschreibt das Pendel also Ellipsen.

Das System hat an den Punkten im Phasenraum, wo die / \

Ellipse die z-Achse schneidet, nur potentielle Energie (Um-

kehrpunkte der Masse) und in den Schnittpunkten mit der x
@-Achse nur kinetische Energie (Nulldurchgang).

Die Gesamtenergie ist

1 1 1 k 1 k 1
E:T = — 2 - 2:7 72 2 = — —_ 2 2 = - 2 2
+V 5 +2kx 5™ (aj +mx) 2mm(a +b%) 2k(a +b%)

Hierbei wurde (6.32) und w? = £ benutzt.
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6.3.2 Gekoppelte Pendel
Ruhelage

L ey

ausgelenkt

D

m

Wir betrachten nun zwei mathematische Pen-
del der Lange [, deren Massen durch eine Fe-
der der Federkonstanten D verbunden sind.
Der Abstand der beiden Aufhingepunkte soll
mit der Ruheldnge der Feder identisch sein.
Als generalisierte Koordinaten eignen sich die
Winkel ¢ und .

Wir betrachten kleine Auslenkungen aus der Ruhelage, so dafl wir ndhern kénnen:

(1 —cosyp) =~ l(

sin p & ¢

1 1
1-1 72)=712
tg¥ 2'¥

Ab jetzt gehts nach Kochrezept: Lagrangegleichung, K und M bestimmen, Eigenfrequenzen w?, Eigen-

vektoren V,,, Normalkoordinaten,
Fir T, V und L ergibt sich so

m . .
T =P+ é3)

V:

m D
5mwﬁ+w9 +5FW1—WV

Gravitationspotential Federpotential

m . . m D
= L= 11+ @) = SoleT +¢3) = 5101 — ¢2)?

Aus L ergeben sich folgende Lagrangesche Gleichungen 2. Art:

mg

mg + ] 01+ D(p1 —p2) =0

. m
mpa + Tng + D(p2 —¢1) =0

M und K ergeben sich wiederum aus (6.7) und (6.4):

ml*> 0
M:(o WO
K — (mgl + DI?

DI?
—DI? mgl + DI?

Nun kénnen wir mit Hilfe der Sékulargleichung (6.16) die Eigenfrequenzen bestimmen:

mgl + DI? — mi%w? —DI?
—DI? gmgl + DI? — mi%w?

D D\?> D2
¢w42&<§+m>+<g+>0

I m m2
g D g D\’ (g D\® D2
2
= = — 4+ = — — = — _—
“wi2= Tt (l+m> <l+m> e
D
w%:% w%z%%—QE
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72 KAPITEL 6: SCHWINGUNGEN

Die entsprechenden Eigenvektoren v, und Normalkoordinaten 7, sind:

Eigenschwingungen:

Y1y 1 +iwgt . . . .
1 € Die Pendel schwingen gleichsinnig.

P2
P =
(SD1> = ( 11> etiwit Die Pendel schwingen gegensinnig.
P2 -
N P

Die Vorfaktoren von v und vy kann man in den Integrationskonstanten verstecken - es bleiben also nur
die Vorzeichen iibrig. Nach (6.23) folgt daraus die allgemeine Losung:

Y1 = A1 sinwlt + Bl COS wlt + AQ sinwgt + B2 Cosw2t
o = Ay sinwit + By coswit — As sinwst — By cos wat

Die Bewegungsgleichungen in Normalkoordinaten lauten:

ﬁlJr%Th:O
; g D
m+m|>+2—|=0
l m

6.3.3 Lissajous-Figuren

Lissajous-Figuren entstehen durch Uberlagerung zweier voneinander unabhingiger harmonischer
Schwingungen, die im rechten Winkel zueinander stehen:

Ft+wiz=0 also x = Asin(w,t + ©z)
j+wir=0 y = Bsin(wyt + ©y)
Die Bahnkurven sind geschlossen, falls w, und w, kommensurabel Y

sind, d.h. Z—; € Q. Denn dann gibt es ganze Zahlen n und k,
so dafl Z—; = 7 und nach kgV(n, k) Perioden wiederholt sich das
Muster. |
Sonst erhédlt man nichtgeschlossene Bahnen, welche nach und nach x Tz
das gesamte Quadrat [—A, A] x [—B, B] ausfiillen.

Fiir wy = 2w, und ¢, = ¢, = 0 ergibt sich nebenstehendes Bild-
chen.
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6.4 Lineare periodische Kette 73

6.4 Lineare periodische Kette

Jetzt wird’s mal so richtig physikalisch. Wir wollen

x x x
einen Festkorper in einer Dimension betrachten. Ein "91 [" ? f_:;
Modell dafiir ist in der Abbildung rechts aufgezeich- \_e_/\/\/\/_e_\/\/\/\_e_/
net. Die Atome haben den Abstand a und sind durch m m m
harmonische Kréifte an ihre Ruhelage gebunden. — a—

Hm, ziemlich viele Freiheitsgrade. Das Problem lautet: Man verschaffe sich Losungen - egal wie.

Eine Methode ist, zusétzliche Anforderungen zu stellen. Das werden wir jetzt auch tun. Dabei behalten
wir im Hinterkopf, dafl wir hauptséchlich an Schwingungen interessiert sind.

Als erstes wollen wir annehmen, dafl unsere Kette periodisch ist, das heift, fiir N € N gilt

Irgendwelche Schwingungen, die durch unsere Kette laufen, sollten dieser Forderung geniigen. Ubrigens
ist das auch ein Modell fiir ein Ringmolekiil. Dann ist das N + i-te Atom mit dem i-ten identisch. Jetzt
haben wir wenigstens eine endliche Anzahl an Freiheitsgraden und konnen fiir einen Abschnitt der Kette
aus N Massenpunkten die kinetische und potentielle Energie hinschreiben:

1N
T:igmx’f

1 N
V = ilz Kljxl;vj

J=1

Das Potential ist hier noch das allgemeine, in dem jedes Atom mit jedem anderen wechselwirkt. Damit
erhalten wir folgende Lagrange-Gleichungen:

mx; + ZKljl'j =0
J

Das ist natiirlich seehhrr allgemein, also zuriick zu unserer Federkette. Fiir sie erhalten wir aus Newton
mil = —]4}(.73[ — $l+1) — k(xl — xl_l)
bzw.

md; — k(xi—1 — 2z + x141) =0 fir 1=1,...,N (6.34)

(Man beachte o = xy und zn41 = 271). Also ist die Kréftematrix (Nullen wurden nicht geschrieben):

2k —k —k
-k 2k -k
K — -k 2k
- =k
-k 2k -k
—k -k 2k

Als néichstes wollen wir annehmen, daf} jedes Atom die gleiche Bewegung durchfiihrt, sich also nur durch
einen Phasenfaktor von seinen Nachbaratomen unterscheidet. Und da alle Atome gleichberechtigt sind,
muf} dieser Phasenfaktor y stets derselbe sein. In Formeln:
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x = 21X (6.35)

Ach ja, noch was: Die Bewegung soll natiirlich eine Schwingung sein:

x = At (6.36)

Aus der Homogenitét (6.35) folgt sofort
Al = Al,16iX.

Aus der Periodizitit x; = 23y kann man y bestimmen:

! .
Al = AH—N = AlelNX

= eMNX=1 = Ny=2m = X:27T% mit n=1,...,N

Das setzen wir jetzt in unsere Bewegungsgleichung (6.34) ein und hoffen, daf§ wir trotz der vielen
Einschrinkungen noch eine Lésung finden:

k . .
—wQAl - (Ale_lx —2A; + Alelx) =0

es sei mal wieder wg = £ ...

w? +wi (7 X +eX—2)=0
Mit der Eulerschen Formel e’ = cosz + isinx wird daraus
w? +wi(2cosx —2)=0
und mit cos y — 1 = 2sin* ¥ also

w2 — 4w8 sin? % =0

Da x = 27§ erhalten wir also Schwingungen der Frequenz
nmw
_9 ‘ 7‘ N=1,...,
w = 2wo [sin - n

i2nN/N

Wie man sieht ist wy = 0. Dann ist e = 1, alle Atome bewegen sich also stets in die gleiche

Richtung - dies entspricht einer Translation.

Da eX® = ¢i27 = 1 liegt nicht nur die anfangs geforderte Periode iiber N Atome vor, sondern es
existieren auch kleinere Perioden. Die kiirzeste eben mit der Léinge N/n Atome bzw. mit der Wellenléinge

N L
A=a— = —
n o n
Jetzt kommen einige Bezeichnungen, die in spdteren Physik-Vorlesungen noch hiufiger auftauchen wer-
den. Die zugehorige Wellenzahl ist

=N
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Dispersionsrelation nennt man die Funktion

w(q) = 2wy

sin g9 ’ 2wo—

Die Phasengeschwindigkeit ist

w . |qa
c=— :2wosm’—‘
q 2

S8
[\)
3
)

Also fiir kleine ¢: ¢ =~ wpa. Das ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Schwingungen lings der Kette
fortpflanzt. Sie heifit gewohnlich Schallgeschwindigkeit.

6.5 Der gedampfte harmonische Oszillator

Der geddmpfte Oszillator wird sowohl in der Einfiihrung Theo als auch in der Ex-Physik besprochen.
Wir wollen hier nur einige Stichpunkte auffithren.

Makroskopisch: Dissipation infolge von Reibung. Mechanische Energie nimmt ab. Hdufig: Reibungskraft
Kgr = —bv. Damit erhalten wir nach Newton II

mi + bt + kx = 0. (6.37)
Die Energie nimmt aufgrund der Reibungskraft —bv ab. Wihrend einer kurzen Zeit dt gilt £ = F - s:
dE = —bv - vdt

also
dE
o=
Diese Uberlegung hat nichts mit der Gleichung (6.37) zu tun. Allerdings sollte aus (6.37) dieselbe
Beziehung folgen. Let’s see... Multiplikation von (6.37) mit & liefert

—bv? = —bi.

2

max + kxt = —bx
d(m.o k o\ _ .o

Links steht die Energie. qed.

(6.37) 1a8t sich auch so schreiben:
P28t +wiz =0

wobei wg = 4/ % die Eigenfrequenz des Systems ohne Diampfung ist und 3 = & ist.

2m
Mg =B/ —wj

6.5.1 Fall der schwachen Dampfung: wj > 3°

Aus dem Ansatz x = AeM folgt

Die A’s sind gemischt komplex, wir erhalten als allg. Lésung die Linearkombination

x(t) =e Pt <Asin\/wg — 3%t + Bcosy/wi — 32 t> (6.38)
= Ce Plsin (\/wg -2t + @)
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Mo
e

ﬁ
-~ )

7

6.5.2 Aperiodischer Grenzfall: wg = 3

Wir haben eine doppelte Nullstelle A\; = Ao, die Differentialgleichung ist entartet. Die allgemeine Losung

lautet nun
z(t) = (A+ Bt)e P

Diese Gleichung erhilt man iibrigens auch aus (6.38) durch den Grenziibergang wy — 3.
x
Beim aperiodischen Grenzfall klingt die Schwingung

schneller ab als bei den anderen Féllen. Das niitzt
man z.B. bei Galvanometern aus.

Je nach Anfangsbedingungen gibt es iiberhaupt kei-
nen oder nur einen Nulldurchgang. Diese beiden

Fille sind in die Grafik eingezeichnet. N —

6.5.3 Fall der starken Dampfung (Kriechfall): 82 > w2

Zwei verschiedene, rein reelle A’s. Losung:
z(t) =e Pt (Ae\/mt + Be‘mt)

Es gibt hochstens einen Nulldurchgang.

6.6 Oszillator mit harmonischer auBerer Kraft

Nun versuchen wir uns an der Gleichung

I+ 28T + w%m = fo coswt.
Wir rechnen komplex und nehmen am Ende nur den Realteil der komplexen Lésung.

&+ 2B% + wix = foe? (6.39)
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung besteht aus der allg. Lésung des homoge-

nen Problems (die haben wir bereits im letzten Abschnitt hergeleitet) und einer speziellen Losung des
inhomogenen Problems. Diese verschaffen wir uns mit dem Ansatz
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9:(0)(15) _ Aeiwt.

Setzen wir ihn in (6.39) ein, erhalten wir fiir A

fo
A = -
wi — w? + 2iwp’
also
wt
20 (1) = . foe

wi — w? + 2iwp

Da die homogene Losung abklingt, ist nach dem Einschwingvorgang nur noch die spezielle Losung
vorhanden. Um diese genauer zu untersuchen, schreiben wir A in Polarkoodinaten um. Wie man leicht
nachrechnet, gilt!'?

2
i 2
A =|Ale mit |A]? = Jo und tand = — pu 5

(w? — w2)? + 4w 32 w? — w?

Ergo:
JC(O) — |A|eiwt+6

Die urspriingliche Gleichung wird durch den Realteil hiervon gelost, der da lautet

focos(wt + 9)
V(W2 —2)? +4w?p?

z(t) = folA| cos(wt + 0) =

Fiir schwache Diampfung 3? < w? gilt fiir w ~ wy wegen w? — W = (W + wp)(w — wp) ~ 2wp(w — wp)

naherungsweise

1 1 p
| — tand =
14l 4w (w —wp)? + 2 o w—wp

Fir w ~ wq tritt Resonanz ein, ist obendrein 3 — 0, haben wir eine Resonanzkatastrophe. Dann ist
allerdings die Annahme der Linearitét nicht mehr gerechtfertigt (irgendwann ist jede Feder am Ende).
AuBlerdem dauert es dann unendlich lange, bis die homogene Losung abgeklungen ist,

Fiir groflere Dampfung verschiebt sich das Maximum von A. Die Extrema von A finden wir durch
Ableiten:

0
a—w|A|2 =0 = 4w — 2w(2wi —43%) =0
Da w > 0 ist, erhalten wir folgende w’s:

CL)l:O

wy = \Jwd — 282 fiir ﬁg%

lim V8 =3
8—9

12WuBtet Thr schon:
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Fiir 26% > w? fillt die zweite Losung weg. Dann gibt es neben dem trivialen w = 0 iiberhaupt kein
Maximum mehr.
|Alwg

)

|
wo w -

6.7 Nichtlineare Schwingungsgleichungen

Wie Thr Euch vielleicht erinnert, haben wir ganz am Anfang dieses Kapitels das Potential Taylor-
entwickelt und haben nach dem quadratischen Term abgebrochen. Nun wollen wir ein weiteres Glied
der Reihenentwicklung berticksichtigen. Wir betrachten nun also eine Bewegung im Potential

mit der Bewegungsgleichung
i+ wir + B = 0.

Der Storterm sei klein: g < 1.

Ungerade Terme in V (z.B. —yz3) wiirden lediglich den Gleichgewichtspunkt verschieben, wir brauchen
sie also nicht zu beriicksichtigen.
6.7.1 Allgemeine Vorbemerkungen

e Die Gleichung ist exakt losbar (Energiesatz und Trennung der Variablen), die Loésungen lassen
sich aber nicht geschlossen angeben.

e Erwartung: Es existieren periodische Losungen, Frequenz gegeniiber wg verschoben (w = wq +
Bwi + fwg +...)

e Einfache Entwicklungsverfahren versagen, denn es gilt z.B. cos[(wo + fwi)t] = coswyt cos fwit —
sin Bwit sin wot ~ cos wot — fwitsinwpt. Aber Bwit wird trotz kleinem (3 mit ¢ beliebig grof.

Wir miissen uns also was anderes einfallen lassen. Zuerst wihlen wir uns schéne Anfangsbedingungen:
z(0)=A z(0)=0

Dann schreiben wir die Bewegungsgleichung um

&+ wiz + (Wi —whz + pa® =0,
setzen w = wy + Pwi ein und vernachlissigen die in 5 quadratischen Terme. Wir erhalten so

&+ wx — 2woBwir + B =0 (6.40)

Jetzt verwenden wir den Ansatz
z(t) = xo(t) + Bzi(t) + ...

Diesen setzen wir in (6.40) ein. Dann fithren wir einen Koeffizientenvergleich nach Potenzen von 8 durch.
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Die Terme ohne ( liefern
Fo(t) + w?zo(t) = 0,
also
xo(t) = Acoswt.

Die Terme mit 3 liefern'?
T+ w2x1 — 2wow1xy + :173 =0

Hmm :) xo kennen wir schon, wir kénnen also damit z; ausrechnen. Sortieren wir um und verwenden

cos® z = icos?)sc + %cosx:

A3
F1 + w?ry = 2wowy A cos wt — T (cos 3wt + 3 coswt) (6.41)

Es darf in dieser Gleichung keine Resonanzkatastrophe geben, also miissen auf der rechten Seite die
Terme mit coswt wegfallen, d.h.

3A3 3 A?
2&10&1114—7;0 = wy = -—
4 8 wo

Aus 21(0) = 0 und #;(0) = 0 148t sich nun z;(¢) ausrechnen. Das heifit, eine inhomogene Losung von
(6.41) finden und mit der allgemeinen homogenen Losung die Anfangswerte anpassen. Das Resultat
hiervon ist

A3 1 A2
z1(t) = 39,2 08 wt — 32 4 o8 3wt.

Es ist in dieser Rechnung hiufig egal, ob man w oder wqy schreibt, die beiden unterscheiden sich ja nur
in erster Ordnung. Allerdings ist es wichtig, dal in den Kosinus-Termen stets w steht -siche Vorbemer-
kungen.

Hiitten wir auch Terme mit 5% mitgeschleppt, so kénnten wir jetzt noch den Term [3%x5(t) bestimmen.
Und dann x3 und x4 und so weiter.

6.7.2 Physikalische Konsequenzen

a.) Es treten Oberschwingungen auf (cos 3wt)

b.) Durch Terme ungerader Ordnung im Potential (z3) wird die mittlere Lage des schwingenden Etwas
verschoben. Diese Verschiebung ist z.B. Ursache der Warmeausdehnung von Koérpern.

c.) Die Frequenzen werden grofer.

6.7.3 EinfluB einer duBeren Kraft

Was passiert, wenn wir an unserem anharmonischen Oszillator zupfen? Unsere Schwingungsgleichung
lautet

&+ 237+ wix = icoswt—!—ax?’
m

Fiir o« = 0 erhalten wir £ = A cos wt mit

f

Al =
. my/(w§ — w?)? + 432w?

(6.42)

3

Bnicht vergessen, 3 = (zo + Bx1 + ...)% zu entwickeln.
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Ist nun w weit weg von wy, so ist die Amplitude klein, und wir kénnen den anharmonischen Term ax?

vergessen. Wir nehmen also an, es gidbe ndherungsweise Resonanz, d.h. w = wg + ¢ mit ¢ < 1. Dann
wird (6.42) zu
f 1

~ 2muwp ez + 2

Wir haben bereits hergeleitet, dal der anharmonische Term zu einer Verschiebung der Eigenfrequenz
des Systems fiithrt. Wir rechnen daher mit

Al

2
Wo,eff = wo + wa A
Setzen wir das ein, erhalten wir

__f 1
~ 2muwp V(e — A2wq)2 + 32

Diese Gleichung kénnen wir -im Prinzip- nach A auflésen. Wir erhalten eine Gleichung dritten Grades
in A2:

f2

2,,2
dm2wg

A? {(5 — A%wy)? + 62} =

Die reellen Losungen A(w) dieser Gleichung beschreiben Gleichgewichtslagen des schwingenden anhar-
monischen Oszillators. Bei kleinen f ist auch A klein, wir erhalten fast dieselbe Amplitude-Frequenz-
Kurve A(w) wie beim harmonischen Osrzillator. Bei grofierem f wird A immer grofier, die Kurve ver-
schiebt sich. Fiir hinreichend grofie f erhalten wir drei Losungen fiir A. Das System kann mit kleiner
Amplitude im x? Potential des harmonischen Oszillators schwingen oder mit grofier Amplitude im fiir
groBe x sehr starken z*-Potential. Dazwischen gibt’s dann noch eine instabile Losung, bei der sich das
System nicht entscheiden kann, ob es seine Amplitude verkleinert (— ,,22-Schwingung”) oder vergréfiert
(— ,,z%-Potential”).

Bei den untenstehenden Grafiken wurde fiir wachsende f die Amplitude gegen € = w — wq aufgetragen.

e
]

\
L

\
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7.1 ErhaltungsgroBen und Kinematik

7.1.1 Definitionen und Koordinatensysteme

Ein System von N Massenpunkten, das den holonomen Zwangsbedingungen |r; —r;| = a;; = const. fiir
allei,j =1,..., N geniigt, heiit starren Kdrper.

Dieses Modell ist eine Idealisierung realer Korper. Es ist niitzlich, solange Deformationen keine Rolle
spielen.

Jede Bewegung eines starren Korpers 148t sich in eine Translation und eine Rotation zerlegen. Bei der
Translation bewegt sich der Korper so, als ob seine gesamte Masse im Schwerpunkt vereinigt wire und
alle dufleren Krifte an diesem Punkt angreifen wiirden. Komplizierter sind die Rotationsbewegungen,
die wir im folgenden behandeln wollen.

Anzahl der Freiheitsgrade

Zuerst wollen wir uns die Anzahl der Freiheitsgrade eines starren Korpers iiberlegen. Es gibt 3N Ko-

N(N+1)
2

ordinaten und (g) = Zwangsbedingungen. Da es fiir grofe N mehr Zwangsbedingungen als

verfiigbare Koordinaten gibt, kénnen die Zwangsbedingungen nicht unabhéngig voneinander sein. Wir
konnen sie also nicht zur Bestimmung der Freiheitsgrade verwenden.

Mit der Angabe von 3 Punkten, die nicht auf einer Geraden liegen, sind bereits die Orte aller Punk-
te eines starren Korpers bestimmt. Diese 3 ausgezeichneten Punkte unterliegen den 3 unabhingigen
Zwangsbedingungen |r; —r;| = const., i,j = 1,2,3, ¢ # j. Somit bleiben von den allgemein 9 Frei-
heitsgraden dieser 3 Massenpunkten fiir den starren Korper 6 Freiheitsgrade iibrig.

Oder anschaulicher: der erste Punkt kann sich frei bewegen, er besitzt drei Freiheitsgrade. Der zweite
Punkt muf} einen festen Abstand zum ersten Punkt einhalten und kann sich nur auf einer Kugelschale
mit Abstand |ro — r1| um den ersten Punkt bewegen. Macht zwei Freiheitsgrade fiir Punkt 2 auf der
Kugeloberflache. Liegen die ersten beiden Punkte fest, bleibt fiir den dritten Punkt der Schnitt zweier
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Kugelflichen um Punkt 1 und Punkt 2 mit den Radien |r3 —r1| bzw. |r3 — ra|, was nach Voraussetzung
r, # ry ein Kreisring ist. So bleibt fiir Punkt 3 noch ein Freiheitsgrad. Jeder weiter Punkt muf} vorgege-
bene Abstidnde zu diesen drei Punkten einhalten, seine Lage ist also schon vollig bestimmt. Insgesamt
sind es also 6 Freiheitsgrade: 3 Freiheitsgrade der Translation und 3 Freiheitsgrade der Rotation.

Korperfestes Bezugssystem

Wir fithren nun ein kérperfestes Bezugssystem K’ ein, welches fest mit dem starren Kérper verbun-
den ist, d.h. die Massenpunkte fithren keine Bewegung relativ zu K’ aus. Im folgenden bezichen sich
ungestrichene Koordinaten auf das Inertialsystem K und gestrichene Koordinaten auf das korperfeste
System K.

€1

Inertialsystem K v v
Die Ortsvektoren in K’ sollen konstant sein, also

dr, d’r, _

o = Vn = 0 und gz A= 0 (7.1)
Jetzt erinnern wir uns an die ferne Vergangenheit, an das Kapitel {iber beschleunigte Bezugssysteme
4.1 ab Seite 36. Dort hatten wir Formeln fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung in bewegten
Koordinatensystemen hergeleitet:

dc+,+ -
v=—+v +twxr
dt

2

Setzen wir (7.1) ein, erhalten wir

vV, =€¢+wxr,

a,=¢+wx (wxr,)+wxr),

Wer keine Lust hat zu blédttern, kann auch nochmal neu denken:

Wihlt man einen beliebigen Punkt O’ des starren Korpers als Ursprung von K’, so setzt sich die
Geschwindigkeit v,, eines beliebigen Korperpunktes P’ zusammen aus der Translationsgeschwindigkeit
vy von O' und der Bahngeschwindigkeit, die P’ bei der Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit w um
O’ hat.

_dr, dc  dr},

T T T (7.2)
=¢+wxr),

@—é+wx(wxr’)+wxr’ (7.3)

dtg - n n .

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



7.1 Erhaltungsgrofien und Kinematik 83

Man wiihle nun einen anderen Punkt O’ mit & = ¢ + A als Ur-
sprung des korperfesten Systems (A sei kdrperfest). Also gilt auch
¥/ =1/, —A. Da A korperfest ist, kann man ¢ mit Gleichung (7.2)
berechnen: ¢ = ¢4+w x A. Aus den letzten Gleichungen erhilt man
durch Umstellen

Dies kann man nun wieder in (7.2) einsetzen und erhélt so die
Geschwindigkeit in den ,neuen Koordinaten’ € und #,:

Vp=C-wxAtwx (F,+A)=c+wxi,
Diese Gleichung hat dieselbe Form wie (7.2). Das muf} sogar so sein, da kein bestimmter Punkt als
Koordinatenursprung ausgezeichnet ist. Man erkennt:
Die Translationsgeschwindigkeit ¢ ist abhéngig von der Wahl des Ursprungs.

Der Vektor w der momentanen Drehung ist eindeutig festgelegt.

Kreisel und Rotor

Falls ein Punkt des starren Korpers festgelegt ist, ist die Zahl der Freiheitsgrade um 3 reduziert (nur
die 3 Freiheitsgrade der Rotation bleiben {ibrig, generalisierte Koordinaten sind in der Regel die 3
Eulerschen Winkel, s.u.). Die momentane Drehachse geht stets durch diesen Punkt. Das System mit 3
Freiheitsgraden wird Kreisel genannt.

Falls 2 Punkte des starren Korpers festgelegt sind, kann dieser sich nur um die Achse durch die beiden
Punkte drehen (nur ein Freiheitsgrad der Rotation bleibt iibrig, der Drehwinkel um die Achse ist die
generalisierte Koordinate). Man spricht von Rotor oder, wenn Bewegung im Schwerefeld betrachtet wird,
von einem physikalischen Pendel.

7.1.2 Der Tragheitstensor
Die kinetische Energie der Rotation, Teil |

Fiir die kinetische Energie des starren Korpers gilt:

1 X
2
T 3 ,?,1 M |V

N
=Ti + Y mnthy(Vir X ) + Tror (7.4)
n=1

Die kinetische Energie ist also die Summe aus Translationsenergie T3, des Ursprungs des korperfesten
Systems K', der Rotationsenergie T,.,; der Drehbewegung um diesen Ursprung und einem gemischten
Term. Dieser verschwindet aber, wenn der Ursprung von K’ ruht (v4. = 0) oder wenn dieser mit dem
Schwerpunkt des starren Kérpers zusammenfillt (3 m,r), = 0).

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



84 KAPITEL 7: MECHANIK DES STARREN KORPERS

Zur Vereinfachung nehmen wir nun an, daf§ der starre Korper keine Translationsbewegungen ausfiihrt
(Vir = 0 bzw. ¢ = 0).
Wenn ¢ der Winkel zwischen w und r/, ist, gilt

jw x 1, 2 = |w?[r), P sin @ = |w[2|r, 2 = (|w]lr] cos ) = [w]?[r),[2 — (wr),)2. (7.5)
Damit erhalten wir aus (7.4) mit v = ¢ =0:

N
T=T _ 1 /2
— 4rot — 5 mn|w x rn‘
n=1

N
= 5 (Pl — () ()
n=1

N =

1 [M]=

3 3 3
o (3002 = 3wt Y el
a=1 a=1 B=1

N
(Z My, (|r’n|2(5aﬂ - m&")x(ﬁn))) WaWp (7.6)
1 \n=1

n=1

N =

A

[e%

Oap = { (1) fﬁi o ;g das sogenannte Kroneckersymbol. Wegen der vielen Nullen in der Doppelsumme gilt
fiir 0 zum Beispiel

3 3
Z 0apwawsg = Zwi
a,f=1 a=1

w = (w1, ws,ws) muf im kérperfesten System dargestellt sein.

Die runde Klammer nennen wir jetzt Trégheitstensor bzw. genauer Komponenten des Triagheitstensors:

N
Oup = Y 1 (|1 200 — 2V} ) (7.7)
n=1

Damit schreibt sich dann die Rotationsenergie als

3
1
Trot = 5 %;1 @aﬁwawﬁ (78)

Uber Tensoren

Die letzten zwei, drei Formeln schauen zwar auf den ersten Blick vollig abgespaced aus, aber vom
Prinzip her verwendet ihr genau solche Gleichungen bereits seit der zwolften Klasse. Tensoren sind
nicht bose.

Ihr kennt (hoffentlich) die Gleichung ,,Energie=Kraft mal Weg”:
E=Fs

Das 1483t sich auch als Summe schreiben:

3
E=Y Fasa
a=1
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7.1 Erhaltungsgrofien und Kinematik 85

Wenn ihr jetzt ein anderes (z.B. gedrehtes) Koordinatensystem verwendet, habt ihr dort andere Zahlen
F/ und s,. Aber trotzdem ist die Energie dieselbe:

3
E=Y Fls,
a=1

Thr habt sechs neue Zahlen, die ihr irgendwie miteinander vermantscht, und Thr erhaltet das gleiche
Ergebnis, das Thr von den sechs urspriinglichen Zahlen bekommen habt!!! (man beachte: hier stehen drei
Ausrufezeichen) Man konnte fast auf den Gedanken kommen, dafi da irgendwie ,,noch mehr” dran ist an
diesen F’s und s’s, als nur die blanken Zahlen. Irgendwie sollte doch die Unabhéngigkeit der Energie vom
Koodinatensystem schon in den F’s und s’s ,dringesteckt’ haben. Tut’s auch. Und zwar ist das Wichtige
das Transformationsverhalten. Wenn man das Koordinatensystem dreht, dndern sich die F’s und s’s
nicht auf zufillige, sondern auf eine ganz bestimmte Art und Weise. Genau so, dafl Skalarprodukte
erhalten bleiben. E heifit dann iibrigens invariant gegeniiber Koordinatentransformationen.

Aber jetzt geben wir solchen Zahlentripeln mit dem gewissen ,Etwas’ einen Namen, wir werden sie
Vektoren nennen. Definition: Ein Vektor ist ein Zahlentripel, das sich wie ein Vektor transformiert’.

So, zuriick zu Gleichung (7.8). Was haben wir da? Links die Rotationsenergie, die sicher nicht von der
Richtung abhéngt, aus der ich den Kreisel betrachte. T, ist also invariant bei Koordinatentransforma-
tionen. Rechts stehen Summen von 1 bis 3, diese komischen ©’s und Vektoren. Das schaut doch fast so
aus wie unser F = F's. Der einzige Unterschied ist, dafl © zwei Indices hat und demgemifl aus neun
Zahlen besteht statt aus dreien wie unsere Vektoren. Aber vielleicht haben ja Gruppen aus 9 Zahlen
auch manchmal so tolle Transformationseigenschaften? © hat ganz gewifl solche tollen Eigenschaften,
denn wenn ich seine beiden Indices mit Vektoren ,stopfe’ und driiber summiere, erhalte ich eine Zahl,
die nicht vom Koordinatensystem abhéngt. Solche Gruppen aus 9 Zahlen mit bestimmten Transforma-
tionsverhalten heiflen ab jetzt Tensoren. Und zwar genauer Tensoren zweiter Stufe, weil sie zwei Indices
haben. Es gibt ndmlich auch welche mit drei, vier, ... Indices; die bestehen dann aus 32, 34, ... Kom-
ponenten. Ja, und Vektoren, die ja nur einen Index haben, sind dann Tensoren erster Stufe und meine
Energie E mit Null Indices ist ein Tensor nullter Stufe. So gesehen ist dann E = F's eine Tensorgleichung
zwischen einem Tensor nullter Stufe und zwei Tensoren erster Stufe.

Ok, genug Text; nochmal: Wenn man die Koordinaten des n-ten Punktes nicht (x,,,yn, 2,), sondern

(acgn), xg”), xén)) nennt, lauten die Komponenten des Tréagheitstensors

N
Oas = Y Mau(|rh]?0ap — z{Ma)

n=1

Er ist symmetrisch, da ©,3 = O3, gilt. Da er genau zwei Indices hat, kann man seine Komponenten
bequem als Matrix aufschreiben:

N yn + 2721 —TnYn —Tnin
0= Z Mp | —YnTn 5572, + Z% —YnZn (79)
n=1 —Zndn —ZnYn 1’% + yEL

Die Diagonal- und Nichtdiagonalelemente des Tragheitstensors haben eigene Bezeichnungen. O, ist
das Trégheitsmoment um die die z,-Achse, und fiir o # 3 heifit ©,5 Deviationsmoment.

Transformationsverhalten

So, jetzt wollen wir explizit ausrechnen, wie sich ein Tensor transformiert. Wir betrachten den Ubergang
zu einem anderen rechtwinkligen Koordinatensystem, das wir mit Tilden bezeichnen:

1Ich wei, das hort sich idiotisch an. Ich versuche, mich um die exakten Transformationsgleichungen zu driicken, weil sie
nichts zum Versténdnis beitragen.
Noch was: Physiker verwenden ungliicklicherweise denselben Namen Vektor fiir physikalischen Vektoren und fiir ma-
thematischen Vektoren. Bei den ersten ist das Transformationsverhalten wichtig, bei den letzteren eher Begriffe wie
Basis, orthonormal, ...

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



86 KAPITEL 7: MECHANIK DES STARREN KORPERS

£ = (37, 25", 2")

FEine solche Koordinatentransformation wird durch eine Drehmatrix D, gegeben, z.B. schaut D fiir

eine Drehung um die z-Achse so aus:

cosp sing 0
Dy = | —sing cosp 0
0 0 1

Drehmatrizen sind im allgemeinen orthogonal, das heif3t

D'D=DD'=E
(E ist die Einheitsmatrix), oder in Summenschreibweise

3

3
Z Dy;Dyj = ZDiijk = 0ij (7.10)
k=1 k=1

Noch ein Satz zum Verstdndnis: Zwei Matrizen A;; und Bj; multipliziert man, indem man ,,iber die
mittleren beiden Indices summiert”. Will ich also C' = AB, so muf} ich aus dem ,k’ von Bj; ein ,j’
machen und iiber j summieren: Cy = > j A;;Bj;. Transponieren bedeutet, die beiden Indices an einer
Matrix zu vertauschen; deswegen stehen in (7.10) die k’s beide vorne oder beide hinten.

Den gedrehten Vektor erhalten wir, indem wir die Drehmatrix mit dem urspriinglichen Vektor multipli-
zieren. Das schaut in Summenschreibweise so aus:

3
" =Y Dyl
k=1

Und wie transformiert sich nun ©7 Wir berechnen ©;; und versuchen, es durch die alten Koordinaten
auszudriicken:

N
O = > m (200 — 3V7")

n=1
N
= (e, 28 — > Dijal” Dy ()
n=1 im
N
= " DiiDim Y M (165 — {2 ()
Jm n=1

In der letzten Zeile wurde Zj_’m D;jiDimjm = Zj D;;Dyj = 6;, verwendet. Wir erhalten also

Oir =Y _ DijDimOjm (7.11)
Jm
So, jetzt konnen wir Tensoren definieren:

Physikalische Gréfien, die sich beziiglich aller Indizes beim Ubergang zu einem anderen orthogonalen
Koordinatensystem transformieren wie der Ortsvektor, heiflen kartesische (euklidische) Tensoren.

O ist ebenso wie der Ortsvektor und der Drehimpuls auf einen bestimmten Ursprung bezogen. © ist ein
am Ursprung gebundener Tensor.
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Zuriick zur kinetischen Energie. Die kann man nun auch koordinatensystemunabhéngig schreiben. Oben-
drein bietet es sich bei Tensoren zweiter Stufe wirklich an, sie als Matrix aufzufassen, da die Summa-
tionen genau den Matrizenmultiplikationen entsprechen:

1
T=-wo
2w7w

Und wie kann man damit 7" berechnen? Schlimmstenfalls zu Fufl: Man wéhle sich irgendein beliebiges
Koordinatensystem, das einem gerade in den Kram pafit. Dort berechne man die Komponenten von w
und © und mit diesen Zahlen das angegebene Matrizenprodukt.

Mit Matrizen sieht auch Gleichung (7.11) gleich viel schéner aus:

O = DOD!

Sieh da, sieh da. Eine Ahnlichkeitstransformation. Gab’s da nicht irgendeinen Satz, daf man symmetri-
sche Matrizen immer auf Diagonalform transformieren kann? Ubertragen bedeutet dieser Satz nun: Zu
einem symmetrischen Tensor zweiter Stufe gibt es immer ein Koordinatensystem, in dem dieser Tensor
diagonal ist.

Man kann also den Trégheitstensor durch Wahl eines geeigneten rechtwinkligen Koordinatensystem
immer auf Diagonalgestalt bringen. Dann verschwinden die Deviationsmomente. Die Achsen dieses be-
sonderen Koordinatensystems nennt man Haupttrdgheitsachen, die noch vorhandenen Zahlen auf der
Diagonale Oy sind die Haupttrdgheitsmomente.

Bislang war die Lage des Ursprungs des Koordinatensystems vollkommen beliebig. Das bedeutet, daf3
durch jeden Punkt des starren Korpers mindestens 3 aufeinander senkrecht stehende Haupttragheits-
achsen gehen, und nicht nur durch den Schwerpunkt. Da der Tragheitstensor an den Ursprung gebunden
ist, werden sich zwar je nach Wahl des Ursprungs verschiedene Zahlen ©,3 ergeben und es werden auch
die Haupttragheitsmomente verschieden sein. Aber bei jeder Wahl des Ursprungs ist ©,g ein Tensor
und zu jeder Wahl des ursprungs gibt es ein Koordinatensystem in dem ©,p diagonal ist.

7.1.3 Der Satz von Steiner
Unter allen moéglichen Urspriingen im korperfesten Koordinatensystem ist der Schwerpunkt des Kérpers
ausgezeichnet. Der Ortsvektor des Schwerpunktes heifle ab jetzt R = (R, Ra, R3). Wir definieren nun

rr = (27" 23 25) als Ortsvektor des n-ten Massenpunkts im Schwerpunktsystem (die r¥ sind
korperfest). Somit gilt:

N
Z mury =0 (7.12)

n=1

Aus der Formel fiir den Tragheitstensor ergibt sich daraus:
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88 KAPITEL 7: MECHANIK DES STARREN KORPERS

0= m, (B4 )0 — (Bt i) (Re+2,))
n=1
= Z myR%0;; + 2R Z Mp X Oik + Z mnr;25ik

_ Z m, R; Ry — Z mnRixZ(n) — Z manx:(n) - Z mnx:(")xz(n)

N
= MR?0;, — MR Ry, + Y _ my, (r;*ﬁéik - x;‘(n)x,’;<n>>
n=1

(Die gemischten Terme Y m, Rr, bzw. > m, Rz} verschwinden wegen (7.12)) Die hintere Summe stellt
gerade den Trégheitstensor O beziiglich des Schwerpunktsystems. Damit haben wir den Steinerschen
Satz gefunden:

Ok = O + M(R?S;, — RiRy) (7.13)

Tragheitsmoment beziiglich fester Achse é

Das Trigheitsmoment beziiglich einer Achse & mit |é| = 1 ist per definitionem?

O = Zmn|r/nL|2
n

Andererseits ist
e'oe = E mp|r), x &? = E M|, | |2
n n

Das erste ,=’ erhélt man, wenn man die Herleitung der Gleichung (7.6) riickwirts betrachtet und w

durch é ersetzt. Das zweite ,=’ erhélt man aus der Definition des Kreuzproduktes.

Also gilt mit & = (é1, é3,€3) (und Summenkonvention):
0. = &'0é = ¢,0,,é;
Setzt man jetzt noch (7.13) ein und beriicksichtigt auch noch (7.5), so erhilt man

O, = 6,056, + M (R?¢;61,0,, — Rié;Ryéy,) = ©5 + M (R* — (Re)*) = 0 + MR |?
N———

=|Rxé|?
Das ist die geldufigere Variante des Steinerschen Satzes:

0, = O + MR? (7.14)

Das Triagheitsmoment um eine beliebige Achse ist gleich der Summe aus dem Tragheitsmo-
ment um eine dazu parallele Achse durch den Schwerpunkt des Korpers und der Masse mal
dem Abstand der Achse vom Schwerpunkt zum Quadrat.

Aus dieser Formulierung geht klar hervor, dafl unter allen Trigheitsmomenten um zueinander parallele
Achsen das Tragheitsmoment beziiglich der durch den Schwerpunkt gehenden Achse am kleinsten ist.

28olltet Ihr in Ex I gelernt haben: Masse mal Quadrat des Abstandes zur Drehachse.
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7.1.4 Hauptachsentransformation, Tragheitsellipsoid
Ubergang zum Kontinuum

Obwohl Korper aus einzelnen Atomen zusammengesetzt sind, ist es unpraktisch, sie als diskretes Massen-
punktsystem zu behandeln. Makroskopisch 148t sich der starre Korper als Kontinuum betrachten. Dazu
fiihrt man die Funktion der Massendichte o(r’) ein. Ein Massenelement ist dann durch dm = o(r’)dV
gegeben. Wir gehen jetzt zum Kontinuum iiber. Dabei werden wir folgende Ersetzungen vornehmen:

r,—r r,—r
N

my, — o(r')dV Z — /
n=1 Vv

M= [ o(x)dV = [ o(r*)dV (7.15)
/ Yo()dV  wobei / o(r*)r*dV = 0 (7.16)
1%

i

0= [ o()(Ir'PL—x'r")aV (7.17)
/
[ o550~ i)y (7.18)
|4

Drehimpuls

Der Eigendrehimpuls des starren Korpers bezogen auf ein korperfestes Koordinatensystem?® K’ berechnet
man wie iiblich mit L =r x p:

n=1
N
= Zmnr;l X (wxr))
n=1
N
= ma(|r),Pw — (wry,)r))
n—
=w'® = Qw

Das letzte ,=’ kann man durch die Komponentenschreibweise einsehen. Damit schauen die letzten beiden
Zeilen so aus:

3Man kann die Komponenten des Drehimpulsvektors natiirlich in jedem beliebigen Koordinatensystem angeben. Aller-
dings bleibt der Drehimpuls im kérperfesten System auch bei Abwesenheit duflerer Krifte nicht erhalten. Ohne duflere
Krifte ist der Drehimpuls im Inertialsystem konstant, also wird es sich -falls der Kérper rotiert- im mitrotierenden K’
&dndern.
Ach ja, noch was: Bei der Berechnung mufl man die Geschwindigkeiten verwenden, die die Massenpunkte im Inertial-
system haben.
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3
Z (\r;|2w16ij - wLT’;(n)’I”;(n)>
Oijw; = Z Ojiwi

0
Mw uMz

Il
-

7

Fiir die Komponenten des Eigendrehimpulses gilt somit allgemein

3
= Z @ijwj (719)
j=1
und entlang von Haupttragheitsachsen, wo zwei der Summanden rechts gleich Null sind:

L; = @iiwi (720)

Wir befinden uns tibrigens nach wie vor im kérperfesten System; L/ sind die kérperfesten Komponenten
des auf den gewahlten Ursprung bezogenen Drehimpulses, w; sind die korperfesten Komponenten der
Winkelgeschwindigkeit.

Im allgemeinen ist der Eigendrehimpuls L eines starren Korpers nicht parallel zur Winkelgeschwindigkeit
w. Rotiert der Korper jedoch um eine Haupttrégheitsachse oder handelt es sich um einen Kugelkreisel
(s.unten), sind L und w parallel.

Rotationsenergie, Energieellipsoid

Die Rotationsenergie des starren Korpers ist eine quadratische Form der Komponenten der Winkelge-
schwindigkeit. Um dies zu zeigen, erinnern wir uns an folgende Gleichung:

2T = Z wi@ikwk
i,k

= @11&)% + @22&)5 + @330)% + 2@120)1(4)2 + 2@13&)1(.«)3 + 2(“)23&)2(4)3
=: f(w)

Da T konstant ist, muf} sich die Spitze des w-Vektors auf dieser Fliche bewegen. Eine quadratische Form
beschreibt i.a. ein dreiachsiges Ellipsoid, das hier Energieellipsoid heifit.

Ganz allgemein gilt: Ist eine Flidche durch f(r) = const. gegeben, so steht der Gradient gradf(r) an
jedem Punkt dieser Fléche senkrecht zur Fléche.

Wenn wir dieses Satz hier anwenden erhalten wir ein nettes Ergebnis, therefore: let’s do it:

9

1 851 011wy + O12w2 + O13w3

5 grad(f) = % = @12&)1 + @22&)2 + @23&)3 = @w =L
Ss O13w1 + O23w2 + O33w3

Daraus ist sofort ersichtlich, dafl L immer senkrecht auf dem Energieellipsoid steht. In anderen Worten:
w geht vom Mittelpunkt eines Ellipsoids an die Oberfliche eben dieses Ellipsoids; L ist parallel zur
Normalen ans Ellipsoid in diesem Punkt.

Also ist nur entlang der Haupttriagheitsachsen w || L.

Besitzt der Korper eine Symmetrieachse, so ist sie parallel zu einer Haupttréagheitsache. Die anderen bei-
den sind dann beliebige, orthogonale Achsen dazu. Die 6 Komponenten des Triagheitstensors entsprechen
den 3 Hauptachsen und 3 Winkeln fiir die Orientierung des Ellipsoids.
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Tragheitsellipsoid

Man kann das Energieellipsoid normieren. Eine Anderung von 7T #indert lediglich die GriBe des Ellip-
soides, nicht aber seine Form.
Das Tragheitsmoment beziiglich einer beliebigen Achse é ist bekanntlich gegeben durch ©, = é 0 eé.
Wir definieren einen Vektor £ = \/% und erhalten so eine quadratische Form beziiglich &:

€06 =) 0,48 =1

ij

Auch dieser quadratischen Form entspricht, wie bereits der Rotationsenergie, eine Fliche im dreidimen-
sionalen Raum. Man nennt diese Fliche Tragheitsellipsoid. Das Tragheitsellipsoid ist eine reine Eigen-

schaft des starren Korpers und nicht von dessen Bewegung abhéngig. Zeichnet man in dieses Ellipsoid
eine beliebige Drehachse é ein, so schneidet sie die Flidche in einem Punkt, der die Koordinaten

und wegen |é| = 1 den Abstand \/éT vom Zentrum des Ellipsoids hat.

Anschaulich entspricht ein langgestrecktes Tragheitsellipsoid einem langgestrecktem Korper. Symme-
trische Kreisel haben ein Rotationsellipsoid, Kugelkreisel eine Kugel als Tragheitsellipsoid. Hat man
irgendeinen Korper, bei dem die Tridgheitsmomente bzgl. dreier verschiedener Achsen (sie brauchen
nicht rechtwinklig aufeinander zu stehen) gleich sind, so muf} das Triigheitsellipsoid eine Kugel sein. Das
bedeutet: Das Tragheitsmoment bzgl. jeder Achse ist gleich. Wir haben einen Kugelkreisel. Zum Beispiel
hat ein Wiirfel wegen seinen Symmetrien vier gleiche Trigheitsmomente © bzgl. Achsen durch seinen
Mittelpunkt senkrecht zu den Seitenflichen. Also ist auch des Trégheitsmoment um die Raumdiagonale
gleich diesem ©. Das kann sehr viel Arbeit sparen.

Jetzt fithren wir wieder einige Bezeichnungen ein. Die Hauptachsen des starren Korpers heiflen ab jetzt
a,b und ¢. Und die Haupttragheitsmomente seien A, B und C"

A in Richtung der Hauptachse a
O, = ¢ B in Richtung der Hauptachse b
C in Richtung der Hauptachse ¢

Energie- und Trégheitsellipsoid haben beide die gleiche Orientierung im Raum, aber die Léngen der
Hauptachsen sind verschieden. Die jeweilige Hauptachsentransformation liefert fiir die Langen der Achse
in Richtung a:

ag = fiir das Energieellipsoid

T
wVA
1

fiir das Tragheitsellipsoid

aT:ﬁ

Bestimmung der Haupttrigheitsachsen

Wir reden die ganze Zeit von Hauptriagheitsachsen, ohne gesagt zu haben, wie man sie denn nun so
wirklich und praktisch und tiberhaupt berechnet.

Nur wenn w die Richtung einer Haupttriigheitsachse hat, ist w||L. Liegt also w in Richtung einer Haupt-
achse mit dem zugehoérigen Triigheitsmoment © (das ist keine Matrix, sondern eine ganz gewshnliche
Zahl), so gilt:

BOw =L =06uw

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



92 KAPITEL 7: MECHANIK DES STARREN KORPERS

bzw. in Komponentenschreibweise:

Z @ijwj = Z @(5ijwj
J J
Z (@ij — @51']') w;j=0 firi=1,2,3 (7.21)
J

Dieses lineare Gleichunsgsystem in den drei Unbekannten w; hat nur dann eine nichttriviale Losung,
wenn die Determinante der Koeflizientenmatrix verschwindet:

det(@ik — @5zk> =0

In Matrixschreibweise:
det(© —©E) =0

Das ist eine Eigenwertgleichung; sie liefert uns eine kubische Gleichung in O:
3 3
07— 0% 0+ 0> M —det(Oi) =0
i=1 i=1
mit
M1 = @22@33 — @23@32 und ZykliSCh

Als Losungen ergeben sich die Haupttrigheitsmomente, die wir A, B und C genannt haben:

©1=A 6=B 03=C

Mit diesen ©’s ist gleichung (7.21) nichttrivial losbar. Eine Losung w # 0 gibt uns dann die Richtung
der zugehorigen Haupttriagheitsachse.

Bezeichnungen

unsymmetrische Kreisel: A # B # C
symmetrische Kreisel: 2 Haupttridgheitsmomente gleich
Kugelkreisel: A=B=C

Ubrigens bedeutet Kugelkreisel nicht, dafl der Korper eine Kugel ist. Auch ein véllig unregelméBi-
ger Korper kann drei gleiche Haupttrigheitsmomente haben (z.B. Wiirfel, Tetraeder)! Aber natiirlich
haben symmetrische Korper Tréigheitsmomente, die diese Symmetrie beriicksichtigen. Bei rotationssym-
metrischen Kérpern ist die Symmetrieachse (,,Figurenachse“) stets eine Haupttrigheitsachse, die beiden
Haupttragheitsmomente um dazu senkrechte Achsen sind gleich.

Beispiel 1: Tragheitsmomente eines Quaders

Gegeben sei ein Quader mit Kantenlangen a,b,c und der Dichte go. Die Koordinatenachsen legen wir parallel zu den
Kanten des Quaders, den Ursprung in den Mittelpunkt des Quaders.
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Wir erhalten:
O = / p(r)(@® +y* + 2% — a®)av
v
a/2 b/2 c/2
= Qo/ / / (y2 + 22) dz dy dz
—a/2J—-b/2J—c/2
b/2 3
:goa/ (cyg—f—i)dy
—b/2 12
B 3 . bcs
=0o0a Cﬁ 12
2, 2 2, 2
B +c b +c
=abe—p— =M—p5
und

@Iy:/ p() | (22 + 42 +22) b0y —ay | AV
\% N~~~

=0

a/2 b/2 c/2
= 00 / (—zy) dzdy dx
—a/2J—-b/2J—c/2
a/2
=—00 c/ (0)dx
—a/2
=0

Dieses Deviationsmoment verschwindet. Durch zyklisches Vertauschen erkennt man, daB auch die anderen Deviati-
onsmomente verschwinden. Die Achsen parallel zu den Quaderkanten sind also die Haupttrigheitsachsen, und die
Haupttragheitsmomente sind

b + 2

A=M 12

und zykl.

Beispiel 2: Tragheitsmoment einer Kugel
Die kugelsymmetrische Kugel hat wohl oder iibel um jede Achse durch den Mittelpunkt das gleiche Tragheitsmoment;
also sind alle Achsen durch den Mittelpunkt Hauptrdgheitsachsen und die Haupttragheitsmomente sind gleich groB.

Wir berechnen als Trick die Summe der drei gleichgroBen Haupttriagheitsmomente:
A+B+C’:/ o(r) (£ = 2®) + (r* —y°) + (r* = 2%)) aV
v

= go/ or? 4V
1%
6

R
2
= 47rgo/ 2202 dr = 47rgogR5 = EMRQ
0

Wegen A = B = C folgt daraus
A=B=C= %MRQ.

7.2 Dynamik des starren Koérpers

7.2.1 Drehimpulssatz

Die Bewegung eines starren Koérpers setzt sich zusammen aus der Bewegung des Bezugspunkts (=Ur-
sprung des korperfesten Systems) und einer Rotation um diesen Bezugspunkt. Insbesondere wenn der
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94 KAPITEL 7: MECHANIK DES STARREN KORPERS

Bezugspunkt der Schwerpunkt ist, hatten wir bereits die Bewegungsgesetze diskutiert. Jetzt soll die
Drehung um den Bezugspunkt untersucht werden.

Der Bezugspunkt sei raumfest, und er liege im Ursprung, so dafl ¢ = ¢ = 0 gilt.
Im Inertialsystem gilt mit dem dufleren Drehmoment N:
d d .
N = —L = — = .
7 5 (Qw) = Ow + 0w

Das Problem bei dieser Formulierung ist jedoch, daf die zeitliche Anderung des Trigheitstensors [€)
schwierig darzustellen ist. Aus diesem Grund geht man auf das korperfeste Koordinatensystem iiber.
Die zeitliche Anderung des Drehimpulsvektors im Inertialsystem setzt sich -wie bei jedem Vektor, vgl.
(4.6) auf Seite 38- zusammen aus seiner Rotation und der zeitliche Anderung (%) im koérperfesten
System. Es bezeichne noch einmal L’ und N’ die Vektoren im koérperfesten Bezugssystem K’. Dann gilt

dl
ZL e <L =N (7.22)

Haha! Im korperfesten Bezugssystem ist © zeitunabhiingig, wir erhalten also

d d dw'

—L'=—(0w)=0— =0w. 7.23

it = ) =0 =0 (7.23)
Aber, sic, der Erhaltungssatz fiir die Gesamtschwierigkeit gilt auch hier. Der Nachteil ist ndmlich, dafl
das duBere Drehmoment N’ im korperfesten Bezugssystem im allgemeinen zeitabhiingig ist, selbst wenn
es im raumfesten Bezugssystem konstant war.

Setzt man (7.23) in (7.22) ein, erhélt man die Bewegungsgleichungen,

0w +w xL =N/, (7.24)

die man natiirlich auch wieder in Summenschreibweise mit Summenkonvention schreiben kann?

! I /
@ikwk + EijijL = Ni

Jetzt werden wir ausnutzen, dafl wir mit Tensoren und Vektoren kdmpfen. Tensorgleichungen gelten
in jedem Koordinatensystem, also konnen wir uns ein schénes wéhlen. Und das ist dasjenige mit den
meisten Nullen, eines in dem O, diagonal ist. Wir wiihlen also Haupttriagheitsachsen als Koordinaten-
achsen. Dann gilt L’ = (Aw], Bwh, Cw}), und aus (7.24) werden die sog. Fulerschen Kreiselgleichungen:

Aw| + (C — B)wiwh = N;
Bah + (A - C)wiws = NJ (7.25)
Cuws + (B — A)wiyw| = Ny

Diese Gleichungen sind nicht einfach. Es handelt sich um nichtlineare, gekoppelte Differentialgleichungen

erster Ordnung in der Zeit. Im allgemeinen Fall sind sie schwierig zu 16sen, da das duflere Drehmoment
N in das rotierende Bezugssystem transformiert werden mufl. Dazu braucht man dann auch noch die

4€ijk ist der total antisymmetrische Einheitstensor dritter Stufe. Er hat in jedem Koordinatensystem die gleichen Kom-
ponenten. Diese sind:

€ijk =1 falls (ijk) = (123) u. zyklisch (d.h. gerade Permutation)
gij = —1 falls (ijk) = (132) u. zyklisch (d.h. ungerade Permutation)
gijk =0 falls zwei oder drei Indices gleich sind

Es gilt insbesondere (Summenkonvention!)
axb= Eijkéiajbk
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aktuelle Lage des Kreisels im Inertialsystem, und die erhdlt man durch Integrieren von w(t). Wir haben
also nicht nur Produkte aus den w;’s, sondern auch noch... Es ist kompliziert.

Im folgenden werden wir die vielen Striche, die daran erinnern sollen, dafl wir uns im koérperfesten
System befinden, weglassen. Aber nichtsdestoweniger sind die Grofen in K’ gemeint.

7.2.2 Kriaftefreier Kreisel: N = 0

Wenn kein dufleres Drehmoment wirkt, sind wir wenigstens die Probleme mit der rechten Seite von (7.25)
los - dann steht dort Null. Die Gleichungen sind immer noch kompliziert, aber wir kénnen wenigstens
qualitative Aussagen machen. Dazu betrachten wir den Energiesatz:

3 312
const. = 2T = Zwi(aikwk = Z Ow? = Z @7
ik i=1 i=1 "

Das erste ,=’ gilt allgemein in jedem Koordinatensystem, der Rest nur fiir ein Koordinatensystem
aus Haupttrégheitsachsen (hierbei sind ©1, 02, O3 sind die Haupttrigheitsmomente A, B,C). Aus der
Drehimpulserhaltung im Laborsystem (%L = 0) folgt natiirlich L = const. und L? = const. Die
Lénge eines Vektors ist jedoch unabhingig vom Koordinatensystem, also gilt auch im mitbewegten

Koordinatensystem

3
L =
i = const.
i=1

Somit ergeben sich aus der Energie- und Drehimpulserhaltung eine Kugel- und eine Ellipsoidgleichung:

3

ZL? = const. (Kugelgleichung)
i=1

372
Z —t = const. (Ellipsoidgleichung)
i=1 ¢

Die Bewegung L;(t) relativ zum korperfesten Bezugssystem muf so erfolgen, dafl sich der Vektor L ent-
lang der Schnittlinie von Energieellipsoid und Kugel bewegt. Die folgende Graphik zeigt die Schnittlinien
von Kugel und Ellipsoid:
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96 KAPITEL 7: MECHANIK DES STARREN KORPERS

Fiir Bewegungen, deren L fast parallel zu der Haupttrigheitsachse mit kleinstem oder grofitem Haupt-
tragheitsmoment ist®, sind diese Bahnen Kurven, die eben diese Achse umschlieen. Die Rotation um

5Das heifit auch, da w fast parallel zu diesen Haupttrigheitsachsen ist.
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diese beiden Achsen muf} also stabil sein. Fiir die Achse mit dem mittleren Haupttrigheitsmoment (hier
die z5-Achse) fithren diese Bahnen -wie nahe sie auch der xzo-Achse kommen mogen, ganz weit weg; man
kann also nicht so einfach entscheiden, uob eine Rotation um diese Achse stabil ist. Da mufl man ein
wenig rechnen:

Stabilitidtsanalyse fiir w; = wig; wog = wzg = 0 Wir betrachten kleine Stérungen ¢;, setzen also
w; = wjp + ¢; in die Eulerschen Gleichungen ein, und schauen, wie sich diese §; mit der Zeit dndern.
Hierbei werden Terme zweiter Ordnung in d; vernachléssigt. Aus (7.25) wird hierbei

Ab =0
B(ig + (A — C)W1053 =0
053 + (B — A)wl()éz =0

Die erste Gleichung ist nett und macht nichts Boses. Die anderen beiden werden noch weiter verarztet.
Wenn man die zweite nach ¢ ableitet, kann man d3 aus der dritten einsetzen und erhéilt

BC3 + (A— B)(A - C)w?y =0

Falls (A— B)(A—C) > 0, ist dies die Gleichung fiir eine harmonische Schwingung, die Bewegung bleibt
also beschrinkt. (A — B)(A — C) > 0 ist erfiillt, wenn A das grofite oder das kleinste Haupttriagheits-
moment ist.

Falls (A — B)(A - C) < 0, also A das mittlere Haupttriagheitsmoment darstellt, erhalten wir eine
Differentialgleichung fiir exponentielles Wachstum, kleine Stérungen werden also mit der Zeit beliebig
grof}, diese Achse ist nicht stabil. Das wollten wir nachweisen.

7.2.3 Symmetrischer Kreisel mit A = B

Wir betrachten den Fall des symmetrischen Kreisels mit A = B. Die Eulerschen Bewegungsgleichungen
(7.25) werden zu:

Awg + (C — A)waws =0
Aws + (A — C’)wlwg =0
Cuws =0

Aus der letzten Gleichung folgt sofort
w3 = const.

Wir multiplizieren nun die ersten beiden Gleichungen mit w; bzw. we und erhalten durch Addition
beider Gleichungen

wlwl + (.4.520)2 =0

d
%(W% +w3) =0

\/w? + ws =:w, = const. (7.26)

wy und ws sind ja die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit in der xi-xo-Ebene. Daher ist der

Betrag der Projektion w; von w auf die Ebene senkrecht zur Figurenachse é; konstant. Die Bewegung

des Kreisels ist eine starre Rotation von w um é5. Mit v = C—Z‘“wg wird aus den Eulerschen Gleichungen
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d)l = —YWw2 (727)
d}g = YW1 (728)

Leitet man (7.27) nach ¢ ab und setzt wy aus (7.28) ein, erhélt man

. 2
w1 = —7 w2,

also

w1 (t) = Acos~yt + Bsin~yt.

Setzt man dieses w1 (t) wieder in (7.27) ein, ergibt sich

wa(t) = Asinyt — Bcos~yt

Der Vektor w; = (wi(t),w2(t)) durchlduft also gleichférmig einen Kreis. Wir wihlen nun unseren
Zeitnullpunkt so, dal dieser Vektor fiir ¢ = 0 in Richtung é; zeigt. Dann wird B = 0 und (7.26) wird
damit zu

W) +wit)=A=wy,

das Endergebnis lautet also
w] cost
w(t) = | wysinyt (7.29)
w3

Die Projektion der Winkelgeschwindigkeit auf die z/-z)-Ebene rotiert also mit der Kreisfrequenz ~.
Wegen w3 = const., rotiert der gesamte Vektor w gleichméfBig mit dieser Winkelgeschwindigkeit v um
die Figurenachse; er bewegt sich auf der Mantelfliche eines Kegels, des sog. Gangpolkegels. Die Achse
dieses Kegels zeigt in Richtung é3; das ist jedoch gerade die Figurenachse.

Setzen wir (7.29) in L = (Aw;, Aws, Cws) ein, erhalten wir

Aw cost
L= | Aw, sinvyt (7.30)
ng

Huch! Der Drehimpuls ist nicht konstant, obwohl wir eine kréiftefteie Bewegung untersuchen? Ja, ganz
recht: L ist der Drehimpuls im korperfesten, rotierenden Koordinatensystem. Der Drehimpuls im Iner-
tialsystem ist konstant.

Im korperfesten Bezugssystem rotiert also auch L mit der Kreisfrequenz v auf einem Kegel, dessen
Achse mit der Figurenachse é3 zusammenfallt.

Wegen®

liegen L, w und die Figurenachse é3 stets in einer Ebene. Daraus folgt weiter, dal die Winkel zwischen
L, w und é3 konstant sind.

Ist A > C, so ist der Offnungswinkel dieses ,,Drehimpulskegels” kleiner als der des Gangpolkegels, L
liegt also ,,zwischen” w und ész. Fiir A > C' ist der Gangpolkegel spitzer als der Drehimpulskegel, dann
liegt w zwischen L und és.

%Das erkennt man fast durch blofes Anschauen von (7.29) und (7.30).
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Wie schaut die Bewegung im Inertialsystem aus?
Schliefllich sitzen wir, die Beobachter, ja nicht auf

dem Kreisel, sondern schauen ihn von auflen, vom A=B>C

Inertialsystem aus, an. Dort ist L raumfest. Also L

bewegt sich die Figurenachse é3 mit der Winkelge- Nutationskegel Figurenachse ¢
schwindigkeit —y = %wg auf einem Kegelman-

tel, dessen Achse mit der raumfesten Drehimpul- /

sachse zusammenfillt. Dieser Kegel heif3t Nutations- - v

kegel. Da L,w und é3 stets in einer Ebene liegen (\ ~

und die Winkel zwischen L, w und é3 konstant sind, o _

bleibt also w nichts anderes iibrig, als ebenfalls mit \ T

—y = %wg auf einem Kegelmantel um L umzu- \

laufen. Dieser Kegel heifit Rastpolkegel.

Die kreisende Bewegung von é; und w um L heifit
Nutation (oder auch regulire Prézession).

Fiir A > C ist die Nutation und die Rotation um die
Figurenachse gleichsinnig, und w liegt ,,zwischen” L
und és.

Falls A < C, ist die Nutation gegensinnig zur Ro-
tation um die Figurenachse und die Figurenachse é3
liegt zwischen L und w.

Gangpolkegel

Rastpolkegel\ \

A=B<C(C

So, jetzt wird die Anschauung gefordert: w rotiert — Nutationskegel L €3
gleichméBig um L. Gleichzeitig rotiert der star-
re Korper um w. Wenn wir uns die Massenpunk-
te des starren Korpers fest mit dem Gangpolke-
gel verbunden denken, ist dies gleichbedeutend da-
mit, dafl der Gangpolkegel auf dem Rastpolkegel
gleichférmig abrollt. Dann dann rotiert der Gang-
polkegel (und die mit ihm fest verbundenen Massen-
punkte des starren Korpers) stets um die Beriihrlinie
Rastpol-Gangpolkegel, und diese Beriihrlinie bewegt
sich gleichméfig um den Rastpolkegel herum.

Rastpolkegel Gangpolkegel

Beispiel: Fiir die Erde als symmetrischer Kreisel gilt C—;‘A ~ ﬁ. Da die Periode der Erdrotation 1 Tag
ist, sollte also eine 300téigige Periode (~ 10 Monate) stattfinden. Beobachtet wird die sog. Chandlersche
Periode von 14 Monaten. Griinde fiir die Abweichung sind die Inhomogenitit der Massenverteilung und

die Tatsache, daf} die Erde kein idealer starrer Korper ist.
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7.2.4 Schwerer symmetrischer Kreisel

€3 . Nun betrachten wir die Bewegung eines symmetrischen Kreisels im Gra-
L w,é; vitationsfeld der Erde. Die Schwerkraft wirke in negativer és Richtung,
die Figurenachse habe die Richtung é4. Zur Vereinfachung nehmen wir
an, dal der Drehimpuls L, der Rotationsvektor w und die Figurenachse
é4 néherungsweise in ihrer Richtung zusammenfallen. N = —Mgés sei
das duflere Drehmoment (s. Abbildung)

N=Rx (Mg)
R .
Wegen L = N gilt weiter
dL . R
Mg i MgRéz x é (7.32)

Jetzt kénnen wir noch ausnutzen, daff w,L und é; nahezu parallel sein sollen. Setzt man

Y

|l

w und &= —w

L
|l

in (7.32) ein, erhélt man

[Lido _ MoR,

w| dt - Jw] 2
mit Q := %ég also schlieBlich
dw
badY o . 7.33
o X w (7.33)

Die Figurenachse, der Drehimpuls und die Winkelgeschwindigkeit fiihren also Drehungen um die raum-
feste é3-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit || = % aus. Man nennt diese Bewegung Prdzession.
Dieser ,,einfachen Kegelbewegung” sind im allgemeinen Nutationsbewegungen iiberlagert”. Das ist ins-
besondere der Fall, wenn die Anfangsbedingung %ég = 0 gewéhlt wird, der Kreisel also zwar rotierend,

aber mit ruhender Figurenachse losgelassen wird!

Anwendung auf die Erde: Durch die Wirkung von Sonne und Mond auf den Aquator-Wulst prizediert
die Erde mit einer Periode von 26000 Jahren.

7Aber Achtung! Das heifit dann nicht ,,der Kreisel eiert”. Wenn Ihr das in einer Praktikumsauswertung schreibt, kann
es sein, daf3 Thr diese Stelle nochmal verbessern diirft.

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



7.2 Dynamik des starren Korpers 101

7.2.5 Die Eulerschen Winkel

—

1
Die Eulerschen Gleichungen bestimmen nur die Win- —— — \h
kelgeschwindigkeit w. Zur Beschreibung der Lage des ~ /‘
kérperfesten Koordinatensystems K’ beziiglich des /
Inertialsystems K fiihrt man die 3 Eulerschen Win- N / /
kel ein. Sie beschreiben 3 Drehungen, durch die das >< A
korperfeste System aus dem Inertialsystem hervor-
geht. Da Drehungen um endliche Winkel nicht kom- l
mutativ sind, ist die Reihenfolge wichtig! \ ~ /

a.) Drehung ¢ um die z-Achse (Winkelbereich: 0

bis 27) '\l ’S, \ ™~ ~ .
b.) Drehung 9 um die Knotenlinie ON (Winkelbe- I \ %

reich: 0 bis 7, in der Grafik: ©.) \ % -7/ )

c.) Drehung ¢ um die 2’-Achse (Winkelbereich: 0 \

bis 27) \ e /

b4

o

Diese Drehungen werden durch folgende drei Matrizen beschrieben:

cose sing 0 1 0 0 cosy siny 0
A, = | —sinp cosp 0], Ayg=10 cos? sin?d |, Ay = | —siny cosy 0
0 0 1 0 —sind cosd 0 0 1

Die Drehmatrix D fiir die Gesamtdrehung berechnet sich durch Multiplikation der einzelnen Drehma-
trizen, wobei die Reihenfolge unbedingt zu beachten ist:
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DESWHY

Die Winkelgeschwindigkeit w im korperfesten System setzt sich aus den drei Eulerschen Winkelgeschwin-
digkeiten w,, wy und w, zusammen:

Die ¥-Drehung wird durch keine weitere Matrix mehr veréndert, also

Wy = 0 s
(G

die ¥-Drehung wird noch durch ), gedreht, also

J cosy siny O ) coS 1/}19
wyg=Ay |0 | =] —sin ¥ cosyy 0 0] = [ —sinyd
0 0 0 1 0 0

und die Drehung um ¢ mufl sogar zwei weitere Drehungen {iber sich ergehen lassen:

0 cosy siny 0 1 0 0 0 sin ) sin ¥
we =ApAg | 0] = | —sinyp cosyp 0 0 cos? sind 0| = [ cosysindp
%) 0 0 1 0 —sin?Y cos? %) cos %

Winkelgeschwindigkeiten darf man vektoriell addieren, somit gilt fiir w im kérperfesten System:

w1 gbsinﬁsinz/;—i—ﬁcosw
w=wy+wytwy=|w | =[psindcosy —Isiny (7.34)
w3 pcost 4+

7.2.6 Allgemeine Bewegungsgleichungen des starren Korpers

Die zeitlichen Ableitungen des Impulses und des Drehimpulses eines starren Korpers liefern uns sechs
unabhéingige Gleichungen fiir die sechs Freiheitsgrade. Die zeitliche Ableitung des Drehimpulses ist die
Summe aller angreifenden Drehmomente (eingeprigte und Zwangsdrehmomente), die zeitliche Ableitung
des Impulses ist analog die Summe aller angreifenden Kriifte (eingepriigte und Zwangskriifte):

d

L= N° + N

dt ~—~ ~—~
eingepragt Zwangs—

d

Zp=K¢ K?

at® *

Als Beispiel betrachten wir einen Rotor (1 Freiheitsgrad), dessen Rotationsachse nicht durch den Schwer-
punkt geht. Es gelte K¢ = N¢ = 0, so dafl nur eine Zwangskraft Z = K* und ein Zwangsdrehmoment
wirken.

_4d
~a?

Die Zwangskraft entsteht durch die Beschleunigung des Schwerpunktes bei der Rotation, der ja nicht
auf der Drehachse liegt. Sie ist also proportional zur Zentrifugalbeschleunigung:

=7

Z~wxRxw) (statische Unwucht)
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Fiir die zeitliche Anderung des Drehimpulses gilt:
d > :
%L = Z @ikwké;
k=1

3
= Z @kak(w X é;)
k=1
=wxL

N = wxL (dynamische Unwucht)

Nur falls die Drehung um eine Haupttrigheitsachse erfolgt, gilt w || L, und die dynamische Unwucht
fallt weg.
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Bisher wurden die Bewegungen durch Differentialgleichungen bestimmt. D.h. wir schauen uns das Sy-
stem in einem Punkt an und sagen dann, wie es sich im néchsten Moment dndern wird. Lokale Eigen-

schaften bestimmen die Bahnen (bzw. die Trajektorie im Phasenraum).

Man kann jedoch auch die Bahn als Ganzes betrachten. Und auch mit diesem globalen Herangehen lassen
sich dieselben Bewegungsgleichungen finden. Jetzt werden die Bewegungen aus einem Variationsprinzip,
also aus globalen Eigenschaften, hergeleitet. Dies ist immer bei Vorliegen von konservativen Kraften mit

holonomen und skleronomen Zwangsbedingungen moglich.

Es wird sich herausstellen, daf§ die Lagrange’schen Gleichungen mit einem Variationsprinzip verkniipft
sind. Ein Kérper beschreibt genau diejenige Bahn (Trajektorie), bei der ein gewisses Integral liings dieser
Bahn minimal wird (Das ist das sog. Hamilton’sche Prinzip oder Prinzip der kleinsten Wirkung)

8.1 Einige Aspekte der Variationsrechnung

8.1.1 Einleitung: Das Brachistochronen-Problem

Ein Korper gleite reibungsfrei auf einer Bahn im Schwe-
refeld. Wie mufl die Bahn beschaffen sein, damit er am
schnellsten von 1 nach 2 kommt?

Y1

Y2

T1

x2
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Wegen ds = v dt gilt

to w(tz) d
tl I(tl) v

v

Die Anfangsbedingung sei v = 0 fiir y = y;. Der Energiesatz heifit hier ; + gy = gy, und fiir ds kann

man den Pythagoras verwenden: ds = /dx? + dy? = dz\/1 + y'*(x)

Beides in (8.1) eingesetzt ergibt

o2 Zo d 1 T2 / 2
- / ds _ z/1+y ()2 1 +y'(2) dx — minimal

V2 —y@) e\ 200 - y(@)

Gesucht ist nun diejenige Kurve y(x), fiir die dieses Integral minimal wird. Wie man sie findet zeigen
wir im néchsten Abschnitt.

8.1.2 Die Eulerschen Gleichungen fiir Extrema eines Integrals 7 (y(z))

Wir suchen diejenige Kurve y(x), fiir die das Integral

_ / f (@ y(@),y (2))) do

extremal wird.

Dazu nehmen wir an, wir hitten die gesuchte Losung § = g(x)
bereits gefunden. Nun betrachten wir Vergleichsbahnen. Sei hierzu
n = n(x) eine weitere Funktion, fiir die n(x1) = n(z2) = 0 gelte.

Damit ist dann
y(z) = y(z) + en(x)

(wobei € < 1 ist) wieder eine Kurve von A nach B, die nur fiir
€ = 0 mit der Extremalkurve ¢ iibereinstimmt.

Also muf} die Funktion

2

I(e) = [, g4(x) +en(z), ¥ (x) +en'(z)) dx (8.2)
- 2f(:c )—i—ag—fn—kagf, n + O(e?) dx (8.3)

Z1

(dies war iibrigens eine Taylorentwicklung) bei ¢ = 0 ein Extremum haben:

To o 0
szl;{éu%ymuwﬂjm%w#u@w

Den zweiten Summanden kann man partiell integrieren:

0 = || [y L (L) )y as
{y o o L0y Y’

N—————’
=0, da n(z1)=n(z2)=0

/“ of 4 ofr\ .
o Oy dxz oy e

Das verbleibende Integral mu$ fiir alle n(z) verschwinden. Da n(z) nur wenigen Einschrinkungen unter-
liegt (Verschwinden an den Endpunkten, Stetigkeitseigenschaften), folgen hieraus die Euler-Lagrange-
Gleichungen:

0=T(c)
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=2 2y (8.4)

y muf} dieser Differentialgleichung geniigen. Dadurch ist y i.A. bis auf die Randwerte bestimmt.
Spezialfall:

Wenn f nicht explizit von x anhéngt, also f = f(y,v’), dann ist f — f,»y' = const. ein Integral der
Eulergleichung. Denn die Ableitung der linken Seite verschwindet, wenn y(x) die Euler-Gleichung (8.4
erfiillt. Der Beweis besteht im Nachrechnen. Wir zeigen, dafl die Ableitung der linken Seite verschwindet
(hierbei ist f, := 6{/)

d d
%(f_fy’y/) = fyy/+fy’y//_fy'y”_y/%fy’

, d
= Yy (fy_dxfy’>
—_—

Die runde Klammer verschwindet wegen den Eulergleichungen.

zur Wiederholung: Die totale Ableitung einer Funktion g(x,a(x),b(x),...) mehrerer Verdnderlicher
nach einer dieser bzw. nach einem Parameter lduft mit der Kettenregel:

i LT
29 (@), b@),2) = 5 o+ S ar T s

Zum Beispiel sieht die Berechnung von J; etwas ausfiihrlicher so aus:

d of oy  Of oy’

iz (f(y(x),y'(l’)) ay o GT/% = fyy/ + fy’y”

Verallgemeinerung auf mehrere Funktionen
Die Bahn wird in diesem Fall durch mehrere Funktionen y(x) charakterisiert: y1(z), ..., yn(z),...

Die Aufgabe lautet nun:

:/ f(xayhyQa"'7yiayé7"')d‘rHeXtrema’l
1

Der Ansatz ist derselbe wie oben. Wir nehmen an, wir héitten die Extremalkurve bereits gefunden und
variieren diese Extremalkurve

yi(z) = gi(z) + eimi(x) =: gi(z) + 0yi(x)

Man bezeichnet dy = en als die Variation von y. Diese mufl wieder an den Réndern verschwinden,
wir wollen ja schlieBlich genau von hier nach dort kommen und nicht ungefdhr von hier nach dort:
0y; (1) = dy;(2) = 0. Mit der Abkiirzung 6Z = Z(£) — Z(0) mufl wieder gelten:

oéazzf(a—f(o):/12dxz<gf +gf, ) (8.5)

Nun miissen wir den Variationen einige Aufmerksamkeit widmen. Man sollte immer im Hinterkopf
behalten, daf oy nur eine Schreibabkiirzung ist fiir y(x) —g(z) = en(x). Damit 148t sich leicht verstehen,
warum man d’s und §’s ”vertauschen” kann:
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doy = d(y — y) = dy — dy = ddy (8.6)

Und was passiert mit Ableitungen wie oy’ ?

Dazu schreiben wir die Definition fiir dy und é%’ hin:

oy=y—gy
6y/ — y/ _ Zj/
Leitet man die erste Gleichung nach x ab, erhélt man
d
Zsy=1 —
dr y=vy -7
Die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen sind identisch. Ergo auch die linken:

d /
%61; =y (8.7)

Damit kann man (8.5) weiter umformen und wieder partiell integrieren

O/de(afé +§fdd5 >

N\ [9f Of 5. O\
> [8%‘541*/1 dx{z. (om0 ayz)éyl}
(] 1
=0

Da die dy; voneinander unabhéngig sind, muf} also die runde Klammer fiir jedes ¢ verschwinden:

of of d of .
Sf _0f dof _ firi=1,2.... :
dy;  Oyi  dx Oy; e &

Die Kurzschreibweise links bezeichnet man als Variationsableitung.

8.1.3 Anwendung auf das Brachistochronenproblem

14y
29(y1—y)

der am Minimum nichts dndert) f(z,y,y’) = 41/ %

f héngt nicht explizit von x ab, wir konnen also die Formel aus dem Spezialfall benutzen:

const. = f — ﬁy' = Lty -y ! y = = ! (1 +y'2 - ?/2)
oy’ V w1 —v VI =y 1492 Vi =y /14472, ,

=1

Es gab folgendes Problem zu l6sen: T = f;f dxr — minimal. Also ist (bis auf einen Faktor,

also nach Quadrieren

1 1 )
Y1 — yr/y/Z = const.

Die Losung hierfiir ist (fir y; = 0):

x = a(t —sint) , y =a(cost —1)
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—%2a 4

Das sieht man durch Einsetzen:

r_ Yy _  —asint
Y73 a(l —cost)’
Ly? =14 2ClQSin2t :a2(1—2cost+c082t+sin2t):E(l_cost):_@
a?(1 — cost)? 12 12 Yy
11 1y 1

= - - _<
n—yl+y? -y 2a 2a

Und das ist wirklich konstant.

Beispiel : Kiirzeste Kurve in zwei Dimensionen

Wegen ds = \/dx2 + dy? = dx+/1 + y'? ist

f=vV1i+y?
Man konnte jetzt wieder die Formel des Spezialfalles benutzen, aber da f unabhingig von y ist, ist es hier sogar noch
einfacher, direkt die Euler-Gleichung (8.4) zu verwenden:

/ /
d of _of _d Y 20 = —Y% —const. = y =const.”  =a = y=ar+b

%ay’ N 8y 7% /1+y/2 /1+y/2

Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist also tatsdchlich eine Gerade - wer hitte es gedacht? Das gleiche
Verfahren funktioniert auch auf gekriimmten Flachen, wo man dann natiirlich weniger triviale Ergebnisse erhilt.

8.2 Hamilton’sches Prinzip

Die Eulerschen Gleichungen (8.8) stimmen in ihrer Form exakt mit den Lagrange-Gleichungen %% —
q
oL

9 = 0 {iberein. Man kann daher die Lagrange-Gleichungen als die Losung eines Variationsprinzipes
auffassen, des Hamiltonschen Prinzips oder des Prinzips der kleinsten Wirkung:

Die Trajektorie eines durch die Lagrangefunktion L(q,q,t) beschriebenen
Systems ist durch das Extremum der Wirkung S gegeben.

d 8L 8L t2
_ — —s §8=0¢ L(q,q,t) dt =
4006 0a, 0 S /tl (9,9,1) 0

Zur Exaktheit: Wir haben bereits im Abschitt 8.1.2 bewiesen, dafl aus dem Variations-Prinzip die Euler-
bzw. Lagrange- bzw. Euler-Lagrange-Gleichungen (alle drei Namen sind iiblich) folgen. Die Umkehrung

- aus %% — % = 0 folgt 6S = 0 - ist weitaus schwieriger zu zeigen. Also nicht hier.
qi qi

Allerdings ist die Lagrangefunktion nicht eindeutig bestimmt. Addiert man zu L die totale zeit-
liche Ableitung einer beliebigen Funktin G(q,t),
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. d

so ergeben sich dieselben Lagrange-Gleichungen, denn die zusétzlichen Terme mit G verschwinden:
Mit %G(q, t) = g—quq'k + % also insbesondere auch %%G = g—g, ergibt sich fiir die G-Terme in den

Lagrange-Gleichungen (mind the sum-convention!)

49 (dG\ _ 0dG _d (9G\ _ 9 (G 0G
dt 9¢; \ dt dg; dt — dt \ 0¢; 0q; \ Oqp LAY
0°G . J 0G 0*G . 0 0G

T 90000 T 0t oq  9q00 ™ T 3g; ot
-0

Vorteile des Hamiltonprinzips

Es ist...

a.) elegant und kompakt
b.) formunabhingig vom gewiihlten Koordinatensystem.

c.) verallgemeinerbar auf z.B. Gravitationstheorie und Quantenmechanik (einschlielich Elementar-
teilchenphysik und Quantenfeldtheorie)

d.) Viele andere Probleme der Physik lassen sich als Variationsprinzip formulieren (Elektrodynamik,
Strahlenoptik, Kontinuumstheorie).

8.3 Erhaltungssatze und Invarianten

Wir haben bereits gezeigt: Wenn L(q, q,t) nicht explizit von ¢; abhiingt (g; heift dann zyklisch), dann
gilt der Erhaltungssatz

doL _ . . _0 .
— = i = —— = const.
dt 9g; Pi=9q:

8.3.1 Noether |

Dies ist eine Verallgemeinerung der zyklischen Variablen. (Nach Emmi Noether, 1882-1935)
Es sei eine Schar von Bahnkurven q = q(t, ) mit q(t) = q(¢,0) gegeben, so dafl

L(q(t’ 7)7 Q(ta ’Y)v t) = L(q(t)v Q(t)? t)

gilt. (Mit anderen Worten: Die Lagrange-Funktion ist invariant unter der Koordinatentransformation
q(t,0) — a(t,7).)
Dann ist die Grofle

S

5~ 0L 0
dq; O
5

=1 =0

zeitlich konstant, also Erhaltungsgrofie.

Beweis: Da L bei Anderung von ~ konstant ist, verschwindet die Ableitung nach ~:
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0
0= *L(q(t 7),4(t,7),t)
~=0
_i(aqu 8L6qz>|
“—~ \9q; Oy oy 0
B > 8L 8q1 ﬂ JL 0g; B d OL ) 09g;
B —~ T 0q; Oy dt 1 9¢; | oy
1= ~=0
. i d OL 8(]7, oL aQZ
B =300 A0k Cdt aq; ) O dt 8q1 v o
v=0

Da fiir ein mechanischen System die Euler-Lagrange-Gleichungen gelten, ist die Klammer in der ersten
Summe identisch Null, woraus dann die Behauptung folgt.

Anwendungen
Mit diesem Theorem kann man die bekannten Erhaltungssitze fiir Impuls und Drehimpuls herleiten.
Die Potentiale seien im folgenden geschwindigkeitsunabhéingig: V = V(q).

Translationsinvarianz

Die Lagrangefunktion hinge nicht vom Koordinatenursprung ab, d.h. sie ist invariant unter der Koor-
dinatentransformation

ri(t) — ri(t,y) = ri(t) +vé.

(é bezeichnet einen beliebigen Einheitsvektor). Dieser Fall liegt zum Beispiel vor, wenn das Potential
nur von Differenzvektoren r; — r; abhéngt:

1 .
= §Zmi|l‘i|2f‘/(l‘171‘2,...,[‘1'713',...,75)

Die Voraussetzungen fiir Noether I sind erfiillt. Wegen %fﬂ)‘ o é gilt also
oL or; Y OL
t. = ¢ = 6= P 2
cons Z o5, 0 Z P é
~=0 i=1
=P

Da é beliebig, gilt die Erhaltung des Gesamtimpulses P, d.h. wir haben drei Konstanten der Bewegung.

Ist die Translationsinvarianz nur in einer bestimmten Richtung é gegeben, so gilt die Erhaltung der
Komponente des Gesamtimpulses nur in dieser Richtung.

Rotationssymmetrie

Die Drehung um eine Achse @ um den Winkel v lasse die Lagrange-Funktion unverindert. Eine Drehung
um den Winkel v um die Achse & wird dargestellt durch!

IDer Beweis dieser Gleichung ist ein schénes Beispiel fiir die Eleganz der Tensorrechnung. Wir zeigen, da8 die Tensor-
gleichung (8.9) in einem Koordinatensystem gilt. Wegen den Transformationseigenschaften von Tensoren gilt sie dann
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r;(t) = ri(t,y) =ricosy 4+ O(@ - r;)(1 —cosy) + (& X r;)siny (8.9)
Mit w = @ X r; ergibt sich
7 =0
N N
const. = Zmifi(w X71;) = Z i(r; X ;) = 0L
i=1 i=1

Je nachdem, ob die Rotationsinvarianz bzgl. beliebigen Drehachsen @ gilt, oder nur bzgl. einer festen
Achse, bleibt der Gesamtdrehimpuls erhalten, oder nur die Projektion in Richtung der festen Achse.

Im Falle der Erhaltung des Gesamtdrehimpulses ergeben sich so drei Konstanten der Bewegung.

Zeittranslationsinvarianz

Hier kommt man ohne den Noether’schen Satz aus.

Die Lagrangefunktion hinge nicht exlizit von der Zeit ab; es sei %—’;‘ =0, also L = L(q,q). Da nach wie

vor wegen den Lagrangegleichungen g—(f = %g—(f gilt, ergibt sich somit

d . ~~(0L. 0oL,

i=1

- Z dfoLy,.  oLd.
— 2\ 9 ST 9

—~ L
(Z 8%(]2) — L = const. (8.10)

Wir haben also eine weitere Konstante der Bewegung gefunden. Was stellt sie dar?

Zur Auswertung dieses Ausdrucks bendtigen wir ein wenig zusétzliches Wissen iiber T'. Fiir holonom-

skleronome Zwangsbedingungen gilt mit 1r; = %ri((h, ) = Zj ) g;l i
J
N N R
1 sz 1 Or; Or; o
=52 miltlf =52 m, 9g; g 9k = Z gik(Q)didn (8.11)
J=1 Jj=1 i,k=1 Z,k:l

. N Or; Or;
wobel i 1= Y1y mj gl 5.k = gui ist.

T(q) ist also eine homogene Funktion 2. Grades in den q.
Homogen, weil kein Summand ohne irgendwelche ¢’s vorkommt.

automatisch in allen Koordinatensystemen. (Wir haben hier iibrigens Tensoren 1.Stufe, also einfach Vektoren...).
Wiéhlen wir also @ = é.. Bei Drehung um die z-Achse gilt

cosy —siny 0 T T cosy —ysiny
r(y)= | siny cosy O y| = |xsiny+ycosy | .
0 0 1 Yy z

Und aus (8.9) wird mit @ = é:
T Ccosy 0 —ysiny T cosy — ysiny
r(y) =rcosy+é,(é;-r)(1—cosvy)+ (é, xr)siny= | ycosy | + 0 + | zsiny | = [ xsiny 4+ ycosy
ZCcosy z(1 — cos) 0 z

Damit ist (8.9) fiir beliebige & bewiesen.
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2. Grades, weil fiir A € R gilt: T(A\q) = %sz git(AG:)(Adr) = N*T(q). Die 2’ vom 2. Grade ist das
Quadrat vom A.

Damit ist

8q@ z Jik Gk

k=1

(das fallt weg, da jeder Summand zweimal geziihlt wird und g;, symmetrisch ist.). Und weiter?

26 Gi=25 > gudeis = 2T

ik=1

=T

Zuriick zu L. Das Potential V' héngt nicht von den Geschwindigkeiten ¢; ab, g—; = 0. Also ist

*. OL aT V ®
Z@QFZ ( Za gi = 2T (8.12)

Setzt man alles ein, erhélt man
2T —L=2T—-(T—-V)=T+V = E = const.,

die Energieerhaltung.

8.3.2 Noether Il

Dies ist eine etwas allgemeinere Formulierung des Noetherschen Prinzips.

Vorgegeben sei eine Schar von Bahnkurven mit q = q(¢,~v) und q(t) = q(¢,0), so daf§

. . d
L{a(t, ) a(t,7),t) = L(a(?), 4(), ) + - G(a(t, ), 1) (8.13)
gilt? . Dann ist die Grofie

0
- 377(;(% t) = const. (8.14)

0L 0q;
Z 9q; O

=0

konstant.

Der Beweis verlduft analog zu Noether I durch Ableiten von (8.13) nach v, wobei wir den Term mit G
natiirlich auch beriicksichtigen miissen. Fiir die einzelnen Summanden erhélt man

2Dies ist ein Spezialfall des Satzes von Euler:
Sei F(z1,...,2Zn) eine homogene Funktion k-ten Grades, so gilt

" OF
SOk
= O

Dieser Satz kommt gelegentlich vor; es schadet nichts, ihn mal gesehen zu haben.
3Man sagt, die Lagrange-Funktion sei bis auf eine Umeichung invariant. Der zusétzliche Summand 2% hat keine Aus-
wirkungen auf die Bewegungsgleichungen, wie wir bereits in 8.2 auf Seite 109 sahen.

(©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth Klassische Mechanik



8.3 Erhaltungssétze und Invarianten 113

) A 8L 8(11

9 Lty alt). 1) =0

Oy
0 d d 0
oy dt (q,t) = %G*,YG(OLL‘)

Einsetzen in (8.13) liefert nun sofort (8.14).

Anwendung: Invarianz gegeniiber Galilei- Transformationen
Das Potential V sei beziiglich einer Galilei-Transformation
r;(t,v) =r; + yupt
mit festem ug invariant (z.B. weil es nur von Differenzvektoren r; — r; abhéngt). Das heifit
Viri(t,v),...) =V(ry,...).

Dann konnen wir die Lagrangefunktion so umformen, daf sie der Bedingung (8.13) geniigt:

(& +yup)? = V(1 + yuot,. .., ry + yuot, t)

N =
Mz

L(...,vi(t, ), ..., Ei(t, ), ...y t) =
N N 1

Z: a2 —V( rl,...,rN,t)JrZ<m,~yuorl+2mw2ug)
= L(I‘Z-,I"Z, dt <Zmzrzu07+ 7’7 u%t>

=G

M\H

Also mit Noether IT (8.14):

oL Or;
const. = Z %, 8772 - — Z m;T;ugt — ug Z m;r; = ug (Pt — MR)
1=1

=1

Hier wurde bereits der Schwerpunkt R = ﬁ > myr; verwendet.

ug war beliebig. Somit folgt: Pt — MR = const. Diese Konstante nennen wir nun ganz zwanglos
,,—MRy”, denn dann konnen wir schon nach R auflésen und erhalten

1
R(t) = —=Pt+ R
(t) Vi + Ro
Das ist die gleichférmige und geradlinige Bewegung des Schwerpunktes.
Der Zusammenhang zwischen Symmetrie und Erhaltungsgréfien ist von fundamentaler Bedeutung fiir

die gesamte Physik. Besonders wichtige Anwendungen liegen in der Theorie der Elementarteilchen und
in der Hydrodynamik komplexer Fluide.
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Zusammenfassung

Fiir ein System von N Massenpunkten, zwischen denen konservative Kréfte wirken, die nur von r; —r;
abhéngen, gibt es - den klassischen Erhaltungsgrofien entsprechend - 10 Konstanten der Bewegung.

’ Erhaltungsgrofe I (Galilei-)Gruppe der Transformationen ‘
P = const. Gesamtimpuls || r’; =r; +a | rdumliche Translation
. Drehung (Drehmatrix D bestimmt durch
— /. — .
L = const. Drehimpuls ri=D-x Drehachse @ und Drehwinkel v: D = D(w, 7))
MR — Pt = const. r’; = r; +ut | spezielle Galilei-Transformation
E = const. Gesamtenergie || t' =t+ 7 Zeittranslation um 7

8.4 Hamiltonfunktion und Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Nun wird die bereits bestens bekannte Lagrange-Gleichung umgeschrieben. Dies schligt Briicken zur
- Quantenmechanik

- formalen Mechanik

- modernen koordinatenfreien Mechanik

- nichtlinearen Dynamik.

8.4.1 Legendre-Transformation
Motivation

Wiederholung: Lagrange:
L=L(qqt) = %%—% =0firi=1,...,s

Verallgemeinerter Impuls: p; = gT'L =pi(q,q,t)

Sind nun die Gleichungen p; = p;(q,q,t) nach ¢; auflosbar, so liegt es fiir Professoren nahe, Bewe-
gungsgleichungen mit p; und ¢; als unabhéingige Variablen zu suchen. Denn die Prof’s wissen, dafl diese
Gleichungen dann sehr schéne Eigenschaften haben werden. Aber wie sehen die dann aus?

Im folgenden seien nun p; = p;(q,q,t) nach ¢ auflésbar, d.h. aus gegebenen p;, ¢; und ¢ lafit sich ¢;
berechnen. Wir erhalten dann Gleichungen der Form

¢ = ¢i(a, p,t)

Beispiel : Kartesische Koordinaten

Dort ist L = 3=, m#7 + V. Damit wird p; = 2% = m;#; und es ist F; = B

™my

4 Achtung: Man sollte auch das Kleingedruckte beachten. Wir stellen hier nicht nur einzelne Gleichnungen um, sondern
wir miissen ein komplettes, evtl. nichtlineares Gleichungssystem ldsen:

1 = pi(q1,--,9s,41,---5Gs,t)
p2 = p2(q1,---,qs,q41,---,Gs,t)
ps = ps(fh»--~7QS7¢?17---7‘15775)

Die Sache macht also etwas mehr Arbeit, als der Ausdruck ’miissen wir auflésen’ vermuten 148t.
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Zur Legendre-Transformation

Gegeben sei eine Funktion f(z,y). Dann ist df = udz + vdy mit

Nun soll in diesen letzten beiden Gleichungen statt z die unabhéngige Variable u eingefiihrt werden.
Definiere hierzu

g:=f—-uzx (8.15)

Denn damit ist

dg=df —udr —zdu=udr+vdy —udr —xdu=vdy — xdu,

also 9 9
= und v = —g.
du oy
Das bedeutet:
0 0
x—x(u,y)———g u(xvy)_l
ou | . ox
dg ist Umkehrung von of
v—v(u,y)—afy v(x,y)—afy

8.4.2 Definition der Hamiltonfunktion

Geméf der Idee der Legendre-Transformation definiert man analog zu (8.15):

H(q,pt) :== ap — L(q,4(q, p, 1), t Zquz a(q,p,t),t) (8.16)

Nun werden die Bewegungsgleichungen in q und p hergeleitet:

Dazu verwenden wir das totale Differential von H. Aus (8.16) folgt

= Gidp; + p; dg; — dL (8.17)
Die Berechnung von dL erfordert einige Zeilen. Nach Definition gilt

oL
94;°

pi =

Dies in die Lagrange-Gleichungen eingesetzt ergibt:

oL  d oL d
dq¢;  dtog  di
————

—pi = Pi
Lagrange

Diese beiden Formeln werden in der néchsten Zeile verwendet.

oL oL oL ) ) oL
dL =" ( 9q. 04+ 8q_dql) +5pdt = (bidai + pi dd;) + - dt

%

Klassische Mechanik (©Fachschaft Mathe/Physik Uni Bayreuth



116 KAPITEL 8: PRINZIPE DER MECHANIK

Setzt man dies in (8.17) ein, so ergibt sich

oL

S . . . . oL
dH =" (pidgi + i dp; — pi dg; — pi dd;) — 57 4t = > (Gidpi — pidai) — T

i

Andererseits kann man auch aus H(q, p,t) das totale Differential direkt berechnen:

OH . oH OH
i =% a4+ gy + 22
g, o, P

Die beiden Ausdriicke fiir dH miissen natiirlich identisch sein; somit folgen hieraus durch Koeffizienten-
vergleich die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH
Op; B
OH
9qi B

di
firi=1,...,s (8.18)

—Pi

Den s Lagrange-Gleichungen zweiter Ordnung entsprechen also die 2s Hamilton-Gleichungen erster
Ordnung.

Bislang wurde nur gezeigt, dafi aus den Lagrange-Gleichungen die Hamilton-Gleichungen folgen. Zum
Nachweis der Aquivalenz ist ist noch zu zeigen, daf§ die Lagrange-Gleichungen aus den Hamilton-
Gleichungen folgen. Wegen (8.16) ist L(q,q,t) = G p(q,q,t) — H(q,p(q,q,t),t). Also

0H 0OH OH 0H
dL =pdq+q4dp— —— dq— — dp— ——dt =pdq+pdq— —dt
pdq+qap 9q q ap p ot pdq+paq ot
v v
= p =q

Koeffizientenvergleich mit dL = g—gdq + ?ngq + %—%dt liefert

a—L— und a—L—'
9q P 9q P

Wenn man diese beiden Gleichungen zusammenwurschtelt, erhélt man

oL d_ d L

oq  dat® T dtog
Beziehungsweise, wenn man alles auf eine Seite bringt und die Gleichung komponentenweise schreibt:

doL oL
dt 8g; Oq;

Was zu zeigen war.

Was ist H?

Wir bemiihen nochmals Formel (8.12) aus dem Abschnitt iiber die Zeittranslationsinvarianz. Fiir kon-
servative, skleronome Systeme gilt, wie dort gezeigt:

)
g =2T
an'q

i=1

Wegen p; = g—qL &8t sich mit diesem Zusammenhang die Definitionsgleichung der Hamilton-Funktion
umschreiben:
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8.4 Hamiltonfunktion und Hamiltonsche Bewegungsgleichungen 117

. oL . _
H ist also lediglich die Gesamtenergie, ausgedriickt in g und p.

Die Koordinaten ¢; und p; spannen einen 2s-dimensionalen Phasenraum auf, d.h. die Koordinaten
eines Punktes in diesem Phasenraum beschreiben das gegeben System vollig. Im Gegensatz hierzu
braucht man zur Charakterisierung des Systems im s-dimensionalen Konfigurationsraum des Lagrange-
Formalismus sowohl den ’Ort’ ¢; als auch die 'Geschwindigkeit’ ¢;. ¢; und p; heiflen zueinander konju-
gierte Variable oder kanonisch konjugierte Variable, da Orts- und Impulscharakter bei sog. ’kanonischen’
Transformationen (was das ist, wird gleich gesagt) verschwinden.

Beispiel : Eindimensionaler harmonischer Oszillator

Aus der Lagrange-Funktion L = %42 —V(q) folgt p = % = mq und weiter ¢ = 2
Solange % = 0, gilt die Energieerhaltung, und es ist
2 2 2
. P mp p
H = — L == - — = V= 2— Vv - F
P m 2 m2 + 2m +Vi(g)

Im harmonischen Potential V(q) = %kq2 = %mquQ wird hieraus

2

p 1 2 2
H=L 4>
om T 2™

Die Hamilton-Gleichungen lauten nun

Differenziert man eine der beiden Gleichungen nach ¢ und setzt sie in die andere ein, erhélt man eine Schwingungs-
gleichung in g bzw. in p (je nachdem, welche Gleichung man ableitet).

. p
Deren Losung lautet

q(t) = qo cos(wt + )
p(t) = —mwqo sin(wt + @)

Weiterhin ist

H p2+q2 q
E ~ 2mE ' 2E

mw?

1=

Dies ist eine Ellipsengleichung, also beschreibt der Os-
zillator im Phasenraum (p, q) eine Ellipse.

8.4.3 Ableitung der Hamilton-Gleichungen aus dem Extremalprinzip

Man kann natiirlich auch die Hamilton-Gleichungen aus dem Variationsprinzip ableiten. Der Einfachheit
halber wird mit s = 1 gerechnet. Die Rechnung fiir mehrere Freiheitsgrade verlduft analog. Es treten
lediglich einige Summenzeichen auf.

2 2
S:/ Ldt:/ (pg — H)dt
1 1
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118 KAPITEL 8: PRINZIPE DER MECHANIK

Die Variation liefert

2 2
0:652/ dt{ép(j—i—péq’— (aHéq—i—aHé )} :/ opdq+ pdgdt — (aH(S +8£5 >dt (8.19)
1 0 ap 1 0 8

Sofern man sich noch an die Formeln (8.6) und (8.7) erinnert, kann man den zweiten Term umformen
und (mal wieder) partiell integrieren:

2 ) 2 d
/p5th=/ p%5th=[p5(ﬂf—/ pogdt = /5qdp
1 1

Die eckige Klammer verschwindet, da ¢ und p an den Anfangs- und Endpunkten festgehalten werden,
also dort d¢g = 0 gilt. Einsetzen in (8.19) liefert

2
0:5S:/ dqfa—Hdt op — dp+a£dt oq
1 op Jq

q und p sind unabhéngig voneinander, also miissen die eckigen Klammern verschwinden:

dqg OH dp OH

dat— 9p  dt  9q
Was zu zeigen war.

Energieerhaltung

Fir H=H(q1,---,qs,P1,---,Ps,t) gilt

=9 +Y 1(aqlqz+§fpz> =0 S (—Pidi + @ipi) = YL, also
dH  OH
at Ot

8H

%= ist genau dann Null, Wenn H mcht explizit von der Zeit abhingt. Da H die Gesamtenergie des
Systemb ist, entspricht 0 = 2 Bt = t I der Energieerhaltung.

8.5 Kanonische Transformation

8.5.1 Motivation

Im Lagrange-Formalismus zog eine zyklische Variable die Konstante der Bewegung % = const. nach
sich. Will man mit dieser Konstanten die Anzahl der Freiheitsgrade s des Systems verringern, so muf
man diese (implizite) Gleichung zuerst nach einem ¢; auflésen und in die Lagrange-Funktion einsetzen.

Im Hamilton-Formalismus werden die p; als Variablen verwendet. Fiir eine zyklische Variable gilt dann

oL ’
—— = pp = const.,
O

d.h. wir kennen bereits den Wert einer Variablen, ohne irgendwelche Arbeit geleistet zu haben. Und
was geschieht mit dem zugehorigen Ort ¢? Die zyklische Variable g kommt (per definitionem) in

der Lagrange-Funktion nicht vor, also tritt sie auch nicht bei den generalisierten Impulsen p;, = 3—57
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8.5 Kanonische Transformation 119

i = 1,...,s auf. Also hiéngt auch H = ) . p;¢; — L nicht von g ab®. ¢, braucht uns also nicht im
mindesten zu interessieren. Wir 16sen nun die Hamilton-Gleichungen fiir die verbliebenen ¢; und p; (d.h.
i=1,....,k—1,k+1,...,s). Hierbei tritt das konstante p; als Parameter auf. Und anschlieffend, wenn
wir alle Koordinaten aufler g kennen, kénnen wir vermoge ¢ = % das noch unbekannte ¢; bestimmen:

OH e QR
qk:(t):/ (q17 y 4k 17qka<|];: y4s,P1, 7ps) dt

Fiir H reduziert sich das Problem also zwanglos von 2s auf 2s—2 Freiheitsgrade (wie gesagt: px = const.):

H = H(qla ooy @i—1,9141y - -+ 9455, P15 - - - upsut)
Zyklische Variable sind also im Hamilton-Formalismus besonders niitzlich. Und das ist gerade einer
seiner Vorteile.

Die Idee besteht nun darin, neue Variablen Q; = Q;(q,p,t) und P, = Pi(q,p,t) zu suchen, so
dafl moglichst viele Variablen zyklisch werden. Allerdings mufl die Form der Hamilton-Gleichungen
beim Variablen-Wechsel erhalten blieben, denn zyklische Koordinaten sind ja gerade im Hamilton-
Formalismus so auflerordentlich niitzlich. Wir briuchten also neben den neuen Koordainten P; und Q);
auch noch eine Funktion K, die die Rolle der Hamilton-Funktion iibernimmt. In diesem Sinne:

Definition: Die Transformation

Qi = Qi(q,p,t)
}Di = Pl(qapat)

heifit kanonisch, falls eine Funktion K = K(Q, P, t) existiert, so daf

oK . 0K
=P und P, = 78Qi

gilt. (Forminvarianz der kanonischen Gleichungen bei kanonischen Transformationen)

Qi

8.5.2 Erzeugende Funktionen der kanonischen Transformationen

Behauptung: Eine Transformation (q,p) — (Q,P), H — K ist kanonisch, wenn es eine Funktion
F = F(q,Q,t) gibt, so daf

S S . dF
i —H=S PO - K+ 8.20
;pq ; Q +— (8.20)

gilt. F' heiflt Erzeugende der Transformation.

Der Beweis dieser Behauptung erfolgt in zwei Schritten:

a.) F legt die Transformation und auch K vollstindig fest. Nachweis: Einerseits ist

*. (OF OF OF
dF = ; (aql_dqz- + aQZ-in) + 5y dt

Andererseits folgt aus der Voraussetzung (8.20) durch Multiplikation mit dt

5Man kann dies auch schneller zeigen: Wegen py, = const. ist

OH _ dpi,

dq,  dt

Also hiangt H nicht von g ab.
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120 KAPITEL 8: PRINZIPE DER MECHANIK
dF = (pidg; — P;dQ;) + (K — H)dt
i=1
Koeffizientenvergleich liefert:
oF oF oF
K = H _— i — 5 PZ == — 8.21
to0 P 20, (8.21)
Sind q, p und F' gegeben, so kann p; = g—f;(q, Q, t) nach Q; aufgelsst werden:
Aus (8.21) erhielten wir P; = —%(q,Q,t). Hier setzen wir die Q;(q,p,t) aus (8.22) ein und
erhalten
P; = Pi(q,p;t) (8.23)
Jetzt kénnen wir natiirlich auch noch (8.22) und (8.23) nach q und p auflosen® und sehen, dafl
die neue Hamilton-Funktion K dann vollstdndig bestimmt ist:
0
K = H(q(Qa Pa t)7 p(Q7 P7 t)v t) + &F(Q(Q7 P7 t)v Q7 t)
b.) Die von F erzeugte Transformation ist kanonisch

Wir verwenden das Variationsprinzip, um die Bewegungsgleichungen in Q, P und K herzulei-
ten. Weiterhin verwenden wir symbolische Skalarprodukte, um uns die Summenzeichen zu sparen
(QP = Y"7_, P,Q; u.i.). Integration von (8.20) ergibt

ta

/:2 dt {p — H(p,q, 1)} = /t2 at{PQ- K(P,Q.t)} + F(a,Q.t)

1 t1 t1

Die linke Seite stellt gerade die Wirkung S dar. Die Variation von S verschwindet, §S = 0, also
muf auch die Variation der rechten Seite verschwinden. Bei dieser Variation sind q(¢1) und q(¢2)
fest (allerdings konnen Q(¢1) und Q(t2) durchaus variieren!). Wir erhalten

0 = § [rechte Seite]

t2 . . 0K oK oF _ | oF __|™

— [ AisPQ+PQ—Z-6Q - "—f6P + ——6q| + —06
/tl { QHPIQ=550Q 5p } 2a’, T 2’9,

Mit dq(t12) = 0 und [ P6Qdt = PoQ|? — [ PoQuat

t2 . 0K . 0K ts 9F |2

= [ adsP(Q-"=)-sQ(P+r= ) 4 PsQ| + =&
/tl { (Q 6P) Q( 8Q>} Q, 9’9,

=0, da P=—2%

Die Q und P sind wieder voneinander unabhéngig, also folgt wie gewiinscht

0K . oK
Q—aiP und P——%

6Dies ist ein (i.a. nichtlineares) Gleichungssytem in 2s Unbekannten!
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oder wieder komponentenweise

oK . oK
aop, und Pi——aQi.

Qi =

8.5.3 Beispiele zu den kanonischen Transformationen

(8.24)

Beispiel 1: Austauschtransformation
Es sei F'(q,Q,t) = —>_;_, ¢;Q:. Dann folgt

oF oF
Pj aqj Q] J 8@] q;j

Die Orts- und Impulskoordinaten werden also gegeneinader ausgetauscht. Den generalisierten Koordinaten p; und ¢;

kommt somit bei den kanonische Transformationen keine besondere Bedeutung zu.

Man kénnte nun mittels einer Austauschtransformation Impulse und Geschwindigkeiten vertauschen und
dann mittels einer Funktion F' noch eine kanonische Transformation durchfithren. Wegen der Austausch-
trafo wiirde also ,,F' effektiv auf p und Q wirken”. Oder umgekehrt: erst kanonische Transformation
und dann Austauschtransformation; oder Austauschtransformation, kanonische Transformation, Aus-
tauschtransformation. Durch diese Austauschtransformationen lassen sich also erzeugende Funktionen
konstruieren, die von den generalisierten Impulsen abhéngen. Es gibt also neben F = Fi(q, Q,t) noch
drei weitere erzeugende Funktionen, fiir die dhnliche Zusammenhiinge gelten wie fiir Fi(q, Q,t). (Man
kann natiirlich auch direkt mit den folgenden F; 3 4 die obige Herleitung durchrechnen.) Dies sind:

Oé) FQ(qu7t) = Fl(q>Qat) +PQ mit bi = %Zf> Qi = giﬁ
/6) F&(paQ7t):F1(q7Q>t>_pq mit QZ:_g§f7 PZ:_gCFi

7)  Fi(p.P.t) = Fi(q,Q,1) + PQ — pq mit ¢; = — 3%, Qi =3¢
Es gilt stets:

oF;

K=H+ —
* o

. i=1,....4,

Die Numerierung ist willkiirlich, wird aber in den Lehrbiichern eingehalten.

Beispiel 2: Punkttransformation’

Sei Fo(q,P,t) =>;_, gi(q1, - ., gs,t)P; mit beliebigen Funktionen g;.

E]

8gi
= Qi =gilq,.-,q:t) pjzzaq,Pz‘
i=1

und weiter

=1

"Der Name kommt daher, da die g;’s nur von den Koordinaten des jeweiligen Punktes abhingen:

9i = gi(q1,- -, 0s,1)
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anaIOg: F3(p7 Q7t) = 25:1 gi(Qh e 7QS7 t)pl

=

9 = 9i(Q1; -

7Q57t),

s 891
! ; 9Q;

Beispiel 3: Transformation auf Polarkoordinaten

Gegeben sei eine Hamilton-Funktion in kartesischen Koordinaten:

H = H(pz,py, x,y) = 5

(P2 + 1) + V(z,y)
Wir wollen nun vermoge der erzeugenden Funktion

F3(r, 0, pz,py) = —7 CO8 pps — 7 sinppy

neue Koordinaten r, ¢, P, P, einfiihren. Aus ¢; = —% folgt
=08 7 COS
Yy = ——8F3 =rsing
Opy .
JF:
Aus P; = fani folgt
OF: .
p=-=3 = Pg COS P + py Sin @
or
or; .
> = —% = —Pg T SIN Y + PyT COS

Diese Gleichungen kann man nach p, und p, auflésen und erhilt

1
Pz = Prcosgp — —P,sing
r

1
py = Prsinp+ —P,cosp
r

Wegen ‘9;3 = 0 ergibt sich die neue Hamilton-Funktion zu
1 1 : 1 :
K(Pr,Pyyry0) = 5 <<Pr cosp — =P, singo) + (Pr sin¢g + = P, cos np) ) + V(rcos g, rsingp)
m T T
- P’ + iP2 + V(7 cos g, rsin, @)
- 2m T r2 [¥2) @7 7@

Wir haben also auf eine etwas ungewdhnliche Art Polarkoordinaten eingefiihrt.

8.6 Hamilton-Jacobi-Theorie

Im folgenden Abschnitt mufl man sehr genau buchhalten, welche Variablen man bereits kennt und welche nicht.
Wir hoffen, dafl dieses Kapitel mit Hilfe des Beispiels verstindlich ist.
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Ziel: Suche eine kanonische Transformation, so dal K = 0 wird. Denn dann ist

oK
Qi

Die Bewegungsgleichungen wéren dann also schon gelést! Genau das werden wir nun tun. Obendrein
suchen wir auch gleich noch die Losung in den urspriinglichen Koordinaten.

Qi =0 und P, =-— 0

T2

Als Ansatz fiir unsere Transformation verwenden wir eine erzeugende Funktion vom Typ 2. Sie heifle
S8:
FQ(anvt) = S(q17"'aqS7P17"'7PSat)

Es gilt bei dieser kanonischen Transformation:

S aS

Der Ansatz K = 0 liefert sofort die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung:

aS oS S
H( 2 22 g, get ) + = = 8.2
(oo a0t) + 5 = (825

H enthilt die Impulse p; = g—i quadratisch. Wir haben also eine nichtlineare partielle Differentialglei-
chung erster Ordnung in s + 1 Variablen (q¢1,...,¢s,t) vor uns.

Aus der Mathematik ist bekannt, dafl unter gewissen Voraussetzungen ein sog. vollstindige Integral dieser
Differentialgleichung existiert. Dies ist dann eine Funktion S mit s + 1 frei wihlbaren Konstanten, die
die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung 16st. Da in (8.25) nur Ableitungen von S vorkommen,
ist eine dieser Konstanten additiv: S = S(q1,...,¢s, 1, .., Qs,t) + asr1. Dieses a1 interessiert uns
jedoch nicht weiter, da wir nur Ableitungen von S brauchen werden - und beim Ableiten fallt a1 weg.
Wir erhalten also

S(qla"'7q57a17"'ua57t)

Die gesuchte erzeugende Funktion erhélt man, indem man die «; den konstanten Impulsen P; gleichsetzt:
P, = const. = «¢;
Nun berechnen sich die @); wie iiblich:

0S(q1,...,qs,Pl,...,PS,t)
Op;

Qi =

Gemif unserem Ansatz sind auch die @); konstant. Auflésen nach ¢; liefert dann die Losung der Bewe-
gungsgleichungen in den urspriinglichen Koordinaten:

Qi:qi(Qla"'aQSaP17~"7PS7t)

Aus p; = g—i folgt schlieBllich
pi =pi(Q1,...,Qs, P1,..., Ps,t)

Die @; und P; bestimmt man aus den Anfangsbedingungen und hat damit das Problem gelost. Gut
gell?

8Der Name ist natiirlich nicht zufillig. Hinter dieser Funktion verbirgt sich die Wirkung.
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Beispiel : Der harmonische Oszillator

Aus H = % + %quQ erhdlt man die Hamilton-Jacobi-Dgl.

L (0SY m o 98 o
2m \ Oq g v ot

Hieraus miissen wir nun S bestimmen®. Haufig hilft ein Separationsansatz weiter. Dieser ist bei der Hamliton-Jacobi-
Dgl. typischerweise additiv. Ergo:
S(g,a,t) = W(g, ) + T(t, @)
Einsetzen ergibt
1 ow 2 m 9 9 orT
R + —w - _
2m \ Oq 2 ot
Die linke Seite dieser Gleichung hingt nicht von ¢ ab. Also muB die rechte Seite bei Anderung von ¢ konstant bleiben.

Da die rechte Seite nur von ¢ abhingt muB sie also konstant sein. Analog folgt, daB die linke Seite der Gleichung eine
Konstante ist. Aufgrund der Gleichung miissen beide Konstanten iibereinstimmen:

orT

T —a = const.
1 /oW\? m 2 2
I <87q) + Ew q~ = a = const.
Aus der ersten Gleichung folgt einfach T' = —at (die Konstante ist unwichtig, da S eh nur bis auf eine Konstante

bestimmt ist, wie wir inzwischen ja schon oft genug gelesen haben.). Die zweite Gleichung ist sagt uns mal wieder, daB3

die Gesamtenergie konstant ist; aus ihr erh3lt man %—VZ = v/2ma — m?w?q? und weiter W = [ 1/2ma — m2w2q¢2dq

Setzen wir nun den transformierten Impuls P anstelle von « ein, so haben wir
S = / vV 2mP — m2w?q? dq — Pt

Ableiten liefert @ (Integrationskonstanten sind nichtig):

a5 m dq 1 . mw?
=229 - = \/ —t
© OF 2mP — m2w?2q? w N (q 21

2P
q=1/ 2 sin (wt + wQ)
Ableiten liefert p:

p= % = /2mP — m2w?q? = \/QmP — 2mPsin?(wt + wQ) = V2mP cos(wt + wQ)

Auflésen liefert ¢:

Q@ und P sind die Integrationskonstanten.

8.7 Poisson-Klammern in der Mechanik

Das Ziel dieses Abschnittes ist eine eine abstrakte Formulierung der Mechanik, die den Uberganges zur
Quantenmechanik erleichtern soll.

Definition:

9Dies ergibt -insbesondere bei nichttrivialen Problemen- hiufig Schwierigkeiten, die mit Schnitten in der komplexen
Ebene zusammenhingen.
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Gegeben seien zwei Funktionen Fi(q, p,t) und Fs(q, p,t) im Phasenraum. Unter der Poisson-Klammer
von Fy mit Fy versteht man

L (OF, OF, OF; OF;
F, By} = — 8.26
{ b 2} ; ( 0q; Op; Op; 0g; > ( )
Beispiele
{pkapl} :O’ {q}i?aQI} 207 {qupl} :(Skl
Rechenregeln

1) {F, F}=—{F,F}

2) {F\ + F», F3} = {F1,F3} + {F>, F3}

(1)

(2)

(3) {c, F1} =0, wobei ¢ = const.

(4) {F\Fy, By} = Fy{Fy, F3} + {F\, F3}Fy
(5)

5 {Fl, {FQ, Fg}} + {FQ, {F37F1}} + {Fg, {Fl, FQ}} =0 (Jacobi—Identitéit)

(4) folgt aus der Produktregel der Differentiation, (5) 148t sich durch Nachrechnen bestétigen.

In der Mechanik wird hiufig die Possion-Klammer nur eingeschriankt verwendet, namlich als Poisson-
Klammer einer Funktion F' mit der Hamiltonfunktion H: {F, H}. Den Sinn erkennt man, wenn man die
totale zeitliche Ableitung von F' = F(q,p,t) berechnet (Damit IThr sie nicht ganz vergefit, verwenden
wir die Summenkonvention):

at ot o T 9T ot T B 0ps  Op; 0q; Ot

Ist F nicht explizit zeitabhingig, so gilt mit f = f(q,p): 5 df ={f,H}

Was steht hier jetzt eigentlich? Wir haben ein mechanibcheb System, das durch die Koordinaten q, p
und t beschrieben wird. Wir geben uns irgendwelche Anfangswerte vor. Die q und die p &ndern sich
dann gemifl den Hamilton-Geichungen - das System bewegt sich ja schlielich. Also sind die q = q(t)
und die p = p(t) bereits festgelegt. Nun betrachten wir diese Funktion F' = F(q,p,t), die *nichts*
mit unserem System und der Bewegung des Systems zu tun zu haben braucht. Nichts! Und nun fragen
wir uns, wie sich F dndert, wenn wir genau die Werte q(t) und p(t) einsetzen, die bereits durch die
Hamilton-Gleichungen bestimmt sind. Da q und p nur noch von der Zeit abhéngen, hingt auch F' nur
noch von der Zeit ab: F = F(q(t),p(t),t) = F(t). Und dieses F' leiten wir nun nach ¢ ab. Wie man
sieht, braucht man die Hamilton-Gleichungen nicht gelost zu haben, um %> berechnen zu kénnen; es

dt
geniigt die Kenntnis von F' und H. (Aber in F und H gehen die p; und ¢; ein.)

Beispiele:

f:qj7 Jt:(]J:{qjvjlj}_aiH

Hamilton’sche Bewegungsgleichungen
f=pj, f=pj={p; H} = - a%}

Weiterhin gilt: Verschwindet die Poisson-Klammer {f, H} einer nicht explizit zeitabhéingigen Funktion
f, so ist f eine Konstante der Bewegung. Denn es gilt immer noch % = {f, H} und das soll ja eben
gleich Null sein.

In der Quantenmechanik verwendet man eckige Klammern. Die Beziehungen lauten dort
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[¢isq;] =0,  [pi;pl =0, [qi,pj] = ihdy;
d i of
4ot (2)

Diese Formeln braucht Thr nicht zu verstehen. Aber wenn Euch dann diese QM-Gleichungen im Som-
mersemester wieder begegnen, werdet Ihr Euch freuen, dafl Ihr sie schon einmal gesehen habt :).

Bei der Definition der Poisson-Klammer {F}, F5} haben wir irgendwelche kanonischen Variablen q und
p verwendet. Ergibt sich ein anderer Wert, wenn wir eine kanonische Transformation durchfithren?

Da p und q den Zustand unseres mech. Systems ein-eindeutig bestimmen, hingen F; und Fj also
von der Zeit t und vom Zustand des Systems ab. Fiithren wir eine kanonische Trasformation durch, so
ergeben sich andere Variable Q,P statt q, p. Die Funktionen F} 5 &ndern sich auch. Und zwar so, dafl
sie fiir dieselbe Lage des Systems (egal, ob ich es z.B. durch Zylinder- oder Polarkoordinaten beschreibe)
denselben Wert annimmt. Wir haben also andere Variable Q, P, die sich auf andere Art im Laufe der
Zeit dndern, und wir haben andere F} 5, die auf andere Art mit Q und P zusammenhéngen. In der
Definition der Poisson-Klammer (8.26) stiinden dann das eine Mal Ableitungen der urspriinglichen Fj o
nach q und p, das andere Mal Ableitungen des transformierten F} 5 nach Q und P - also keineswegs
dieselben Zahlen. Ergibt sich nun das gleiche Ergebnis, wenn wir die Poisson-Klammer zuerst mit den

urspriinglichen F » und den q und p berechnen und dann mit den transformierten £j 5 und Q und P?
Jal

Die Poisson-Klammer ist unabhingig vom Satz der kanonischen Variablen, der fiir die
Definition verwendet wird.

Wir beweisen diesen Satz nur fiir nicht explizit zeitabhéngige Transformationen. Zu zeigen ist

{F17F2}Q,P = {FlaFZ}q,p

Zuerst zeigen wir:

Seien (q,p) und (Q, P) zwei Sitze kanonisch konjugierter Variablen mit H(q, p) = K(Q, P). Weiterhin
sei q =q(Q,P), p =p(Q,P) bzw. Q = Q(q,p), P = P(q, p) (es tritt -wie angekiindigt nirgends eine
explizite Zeitabhéngigkeit auf.).

Dann gilt:
{Qi,Q;} =0, {P, P} =0, {QiP;}=26; (8.27)
(das sind genau die Zusammenhénge, die auch fiir die klein geschriebenen q und p gelten.)

Zur Verifikation berechnen wir Ql und vergleichen die Koeffizienten (Summenkonvention):

0Q; .  0Q; .
dq, qj + op; Dj
0Q; O0H 0Q; O0H
dq; Op;  Ip; Dg;

7. (0K 00, OK 0P 000K 0, 0K o1y
dq; \9Qy Op; ~ 0Py Op, dp; \O0Qy 9q; ~ 0Py Oq;
0K (3Qi Q. 0Q; an) n 0K (3Qi 0P,  0Q; 3Pk)
0Qr \ 0g; Op;  Op; Oq;
= —Pu{Qi, Q1) + QriQi, P}

. d
Qi = a@i(P»Q) =

0Py

8q]‘ 8])]' 8])]' 8(]]'

In der letzten Zeile wurden die Hamilton-Gleichungen in den neuen Koordinaten und die Definition der
Poisson-Klammern verwendet. Der Koeffizientenvergleich liefert nun {Q;, Qr} = 0 und {Q;, P} = dix.
Eine analoge Rechnung fiir P; liefert {P;, Py} = 0.
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Der néchste Schritt besteht nun darin, {F;, F5} umzuschreiben:

[0Fy OF,  OF, 5F1} Definition

{F1, Folqp = Z A T A A

J
_y[oA (an 0Qi | OF; 9P, ) OF; (an 0Qi | OF; 9P,

== 4+ == -— == + = roduktive Eins
| 9q; \OQ), Op; ~ 0Py Op, Op; \9Qk 9q; 9Py g, ) } b ’

k

<

— Z _8F2 (aﬂac?k — Mac?k) + @ (aF‘laRk — mm):l Umsortieren
7 L0Qu \ 0q; Op;  Opj d¢; )~ 0P \ Oq; dp;  Op; Op;
[OF, OF, o
= ; _TQk{Fl’ Qk}q,p + aPk{Flka}q,p] Definition

Setzt man in der ersten und letzten Zeile dieser Gleichung F; = @ bzw. I} = Pj so erhédlt man mit
(8.27):

8F2 8FQ

F i 72 72

{ 27Qk}q,p 8Pk 8Qk

Die Rechnung der letzten Zeilen ist natiirlich auch richtig, wenn man F} und F» vertauscht. Dann erhélt
man

bzw. {FQ, Pk.}qp =

8F1 aFl
{Fvak}qyp = —Tpk bzw. {F17Pk}q,p = TQk
Eingesetzt also:
_ aFQ _aFl aFQ 8F1 .
{F1, Fa}ap = 2}; <8Qk 55t 9B an> = {F1, Fy}qp (8.28)

Man kann also die Indices weglassen.

Diese Rechnung zeigt, daf§ Poisson-Klammern mehr bedeuten als nur eine Abkiirzung der Schreibweise.
Thr Wert ist unabhéngig von den gewihlten Koordinaten. Die Schreibweise {Fy, Fy} ist also sowohl ein-
deutig als auch zutreffend; wiirde man spezielle Koordinaten nennen - { F} (q, p), F2(q, p)} - so wéren die-
se Koordinaten zu unrecht ausgezeichnet. Am ehesten kénnte man schreiben {F; (System), F»(System)}.

8.8 Satz von Liouville

Eine genauere Formulierung und einen Beweis dieses Satzes findet man im Landau-Lifschitz. Wir wollen
uns hier auf einige erkldarende Worte beschréinken.

Dieser Satz wird vor allem dann wichtig, wenn man mit vielen Freiheitsgraden zu kdampfen hat. Dies ist
in der Thermodynamik sehr hiiufig der Fall. Ein Liter Gas enthilt immerhin 1023 Molekiile.

Wir betrachten den Phasenraum mit 2s Dimensionen. Der Zustand unseres Systems wird durch einen
einzigen Punkt im Phasenraum beschrieben. Wéhrend der zeitlichen Entwicklung wird sich dieser Punkt
i.a. bewegen, da sich das System ja geméafl den Bewegungsgleichungen veréndert. Benachbarte Punkte
entsprechen fast dem gleichen Zustand des Systems. Wir betrachten nun einen Bereich im Phasenraum.
Am Anfang umfasse er den Raumbereich V;. Jeder Punkt dieses Bereiches reprisentiert einen kompletten
Zustand unseres Systems. Wir betrachten also nicht nur ein System, sondern sehr viele, die allerdings alle
fast gleiche Anfangswerte haben. Nun &ndern sich all diese Systeme geméfl den Bewegungsgleichungen,
die Punkte im Phasenraum bewegen sich. Dadurch verdndert sich natiirlich die Lage und die Form
unseres Bereiches. Der Satz von Liouville sagt nun, daf} sich das Volumen des Bereiches hierbei nicht
dndert.

Bezeichne V; unseren Raumbereich zur Zeit ¢, so gilt:

/dpl...dpsdq1...dqsz/ dpy...dpsdq ... dgs (8.29)
Vo Vi
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Die folgende Grafik zeigt -zum letzten Mal in diesem Skript- den harmonischen Oszillator.
p
t=0

Einzelne Punkte bewegen sich auf Ellipsen. Dies ist fiir zwei Punkte angedeutet. Der zur Zeit ¢t = 0
quadratische Bereich wird bei der Bewegung aller seiner Punkte wie angedeutet verzerrt.

Was geschieht mit solchen Volumina bei Variablentransformationen? Jeder Punkt (p1,...,ps,q1,---,¢s)
wird hierbei auf einen Punkt (Py, ..., Ps,Q1,...,Qs) abgebildet. Das heifit unser urpsriinglicher Bereich
V wird auf einen anderen Bereich V' abgebildet. Bei kanonischen Transformationen bleibt nun das
Phasenraumvolumen erhalten. In Buchstaben:

/

/dpl...dpsdql...dqsz/dPl...dPSdQl...dQS (8.30)
\% 1%

Auch beim Beweis dieser Behauptung wollen wir auf den Landau-Lifschitz (der iibrigens gar nicht so
anspruchsvoll ist, wie oft behauptet wird) verweisen.
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